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Resumen

El Instituto Nacional de Estadistica espafiol introdujo en el afio 2001 una nueva férmula para calcular el indice de
Precios de Consumo (IPC), la Formula de Laspeyres Encadenado. Esta modificacion responde a la necesidad de
ajustarse al Reglamento (CE) 2454/1997 de 10 de diciembre de 1997 donde se concretan las normas minimas para las
ponderaciones presentes en los indices de precios. El nuevo IPC, a partir de cualquier nivel de agregacion, se calcula
usando los indices elementales junto con unas ponderaciones que se actualizan anualmente, a diferencia del IPC que
se elaboraba anteriormente, cuyas ponderaciones permanecian fijas mientras no variase la base del indice.

En el trabajo se usan los indices de precios, las ponderaciones y el gasto regional percapita para calcular un indice de
cantidades anual para el periodo 2001-2006. A partir de los indices de precios y cantidades anuales se calculan sus
correlaciones y distintas elasticidades medias, con el objeto de caracterizar los habitos de consumo de la poblacion
espafiola a nivel autonémico, asi como sus cambios.

Palabras clave: Habitos de consumo, IPC, indice de cantidades.

Abstract

The Spanish National Statistics Institute introduced, in 2001, a new formula for calculate the Prices Consumer Index
(CPI), the Laspeyres linked. This modification responds to the necessity to adjust to Commission Regulation (EC)
2454/97 of 10 December 1997. The new CPI is calculated using the elementary prices index and the weight, that are
updated annually.

In this work, the consumer prices index, the weights and the regional expenditure are used to calculate an annual
quantities index for period 2001-2006. We use the consumer price and the quantities index to estimate your
correlations and several types of elasticity, with the intention of characterizing the habits of consumer of the Spanish
population at autonomic level, as well as its changes.

Key words: Habits of Consumer, CPI, Quantities Index.



1. Introduccion.

El encadenamiento de los indices ha llevado a considerar la variacion de las
ponderaciones, en la elaboracion del IPC, como uno de los elementos fundamentales
para que representen la relacion real entre los gastos de las familias y los cambios de

precios.

Es por ello que siguiendo las directrices de Eurostat [UE, (1997)] y debido a la continua
disponibilidad de datos sobre gastos provenientes de la Encuesta Continua de
Presupuestos Familiares (ECPF), una de las modificaciones mas importantes que ha
realizado el Instituto Nacional de Estadistica [INE, (2002)], a partir del cambio de
sistema mediante el cual se elabora el IPC en el afio 2001, es la actualizacion continua

de sus ponderaciones.

En este trabajo se utilizan estas ponderaciones, junto con informacion procedente de la
ECPF y el propio IPC, con el objeto de estudiar los cambios en los habitos de consumo
de la poblacion espafiola. Para ello, en el epigrafe 2 se desarrolla el marco tedrico que
incorpora la informacion de las ponderaciones junto con el gasto que se obtiene de la
ECPF, con el objeto de estimar un indice de cantidades de periodicidad anual. Este
indice, junto con el indice de precios, IPC, nos permite calcular distintas elasticidades
que, combinandolas con la correlacion entre la evolucion de los precios y de las
cantidades, identifican distintos mercados, que reflejan como estan evolucionando los

habitos de consumo de una determinada poblacion.

En el epigrafe tercero, se aplica parte del esquema tedrico desarrollado en el punto 2 al
caso espafiol, desagregando a nivel de rubricas, un total de 57, y a nivel de las
comunidades autdnomas. Ademas, Unicamente para el conjunto del Estado espafiol, se
analizan las elasticidades para el conjunto de 57 rdbricas. En el Gltimo epigrafe se

enumeran las principales conclusiones obtenidas.

2. Determinacion de los cambios en los hdbitos de Consumo. Planteamiento teérico

El célculo del IPC se realiza combinando los indices de precios elementales con unas
ponderaciones que reflejan la importancia en el consumo total del gasto en el bien o

servicio considerado. Tradicionalmente las ponderaciones que se utilizaban eran Unicas



durante todos los periodos para los cuales se mantenia la base fija. A partir de las
criticas realizadas por diferentes teoricos sobre los sesgos producidos en el IPC como
consecuencia de la permanencia durante un periodo de tiempo relativamente largo de las
citadas ponderaciones, especialmente las contenidas en el Informe Boskin, algunas
agencias estadisticas aceptan la recomendacion de encadenar los indices. En este
sentido, Eurostat ha decidido que los indices de Precios de Consumo se elaboren
mediante esta técnica. Esta consiste béasicamente en referir los precios del periodo
corriente a los precios de diciembre del afio anterior. ElI encadenamiento obliga a
actualizar anualmente las ponderaciones, que se calculan a partir de las proporciones de
gasto correspondientes al afio anterior, con lo que se consigue obtener una mayor
concordancia entre los diversos gastos de las familias y el indice de cambio de precio

elaborado con las férmulas actualmente utilizadas y debidas a Laspeyres.

i
La ponderacién en cada periodo de tiempo t del articuloies "t y se calculan como:

_ gasto realizado en el articulo i en el afio anterior _ G|

W,/ =—L
gasto total realizado en el afo anterior G/ )

t
Los cambios de esta ponderacion sefialan la evolucion del gasto en el bien o servicio i y,
por tanto, los cambios que se producen en los habitos de consumo de las familias, en
gran medida debidos a los cambios de precios. En conjunto, sefialan la sustitucion que
se ha producido en el consumo de cada uno de los bienes como consecuencia de la
evolucion de todos los precios de los bienes y servicios que componen la cesta de la

compra.

Una forma de analizar esta evolucion es a través de la razdn de estas ponderaciones

pertenecientes a los dos periodos que se utilizan para el célculo de estos indices:
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Donde P: y % representan el precio y la cantidad correspondiente al bien o servicio i

en el instante ¢~ {0’1}.



Por otra parte, sabemos que los indices de precios y cantidades del bien o servicio i se

obtienen como:
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Combinando estas expresiones con la expresada en (2) se obtiene la expresion del indice
de cantidades reflejado en (4):
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A partir de estos indices se puede establecer una relacion entre los precios y las
cantidades consumidas, que permita analizar el comportamiento de los consumidores

ante las variaciones de precios.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que los indices presentes en (4) tienen
- - : . o : :
caracteristicas distintas. Mientras que el indice de precios P es un cociente de variables

stock, el indice de cantidades definido ly es un cociente de variables flujo, en la medida
que sus componentes se corresponden con las cantidades consumidas en el periodo, que
no necesariamente se producen en una sola transaccion. Ademads, dado que
normalmente la informacion que sustenta tanto las cantidades totales gastadas como su
proporcion se obtiene a partir de encuestas dirigidas a la poblacion residente en el
ambito territorial del indice de precios, ambas cantidades estdn determinadas por la
poblacion existente en el periodo que se considere, con lo que también lo esta el indice
de cantidades. Por tanto, para el analisis conjunto de ambos indices, el de cantidades

debe corregirse en funcion de la poblacion.

si N

como se muestra en (5)

t es la poblacion en el afio t, el indice de cantidades corregido se puede definir tal
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Con lo que la expresion (4) se transforma en
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N, G, W, I, (6)
De donde es inmediato obtener (7)
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Con lo que se consigue establecer una relacion entre el indice de precios P vy el indice

. . _ U b .
de cantidades homogeneizado en términos de poblacion ¢ a través de las

ponderaciones y del gasto per capita de las familias. Su expresion genérica seré:
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donde:
%Ihi

9 es un indice de cantidades homogeneizado en términos de poblacién del bien o

servicio i entre el periodo base y el corriente.

Yori
Pes el indice de precios del bien o servicio i entre el periodo base y el corriente.
N, G W . . L,
t, Tty "t son la poblacion total, el gasto total realizado y la participacion del gasto
G
N

en el bien o servicio i en cada uno de los periodos. Ademas, "t no es mas que el gasto

per capita de las familias destinadas al consumo en cada periodo.

Para bienes y servicios normales, los crecimientos de los precios y las cantidades deben
tener signo contrario, por lo que sus indices deben tener una correlacién entre ellos con
signo negativo. Cuando la correlacion es positiva, es decir, ante crecimiento de los
precios se produce un incremento de las cantidades, sefiala que el poder de “resistencia”
que tienen los consumidores para oponerse a las subidas de precios es menor.
Asimismo, si algin territorio se distancia del comportamiento general, significa un

menor grado de “monopolio” de los oferentes en ese mercado territorial.



Por el contrario, cuanto mayor sea el valor negativo de la correlacion, mas posibilidades
tienen los consumidores de reaccionar ante las subidas de precios. Esta reaccion
depende de la variacion del indice de precios, puesto que, si éste crece, la reaccion se
concreta en variar el consumo hacia bienes y servicios sustitutivos o en renunciar a su
consumo. Si el indice de precios decrece, la reaccion que refleja la correlacion negativa

es un incremento del indice de cantidades.

Ahora bien, en cada instante de tiempo la cesta de productos es fija y el consumidor
reacciona mas en términos relativos de precios entre productos que con el precio del
propio producto. Es decir, responde a su percepcion de si un precio sube mucho o poco,
en virtud de la media de crecimiento de todos los precios, el IPC general. Por tanto,
consideran que un bien o servicio ha crecido mucho o poco si su crecimiento es mayor o

menor que el citado indice general.

Considerando conjuntamente la relacion entre los indices de precios y cantidades per
capita y el crecimiento relativo de los precios se obtiene la tipologia de mercado que se

muestra en el cuadro 1

Cuadro 1. Tipologia de los mercados

indices de precios de un | Indices de precios de un
bien o servicio con|bien o0 servicio con
crecimiento superior al IPC | crecimiento inferior al IPC
general general o con caida de
precios

Correlacion entre indices | M1: Los consumidores no | M2: Los bienes y servicios
de precios y cantidades | pueden evitar consumir | representados tienen alguna

positiva este  bien 0 servicio. | caracteristica, que puede
Predominio de los | ser la moderacion de los
oferentes en el mercado. precios, que los hace
deseables para el
consumidor.

Correlacion entre indices | M3: Los consumidores, | M4: Los bienes y servicios
de precios y cantidades | ante  crecimientos  de | representados  son  en

negativa precios, pueden evitar | alguna forma indeseables
consumir este bien o |para los consumidores,
servicio, bien sea | bien sea porque se estan
reduciendo el consumo o | sustituyendo por otros o
sustituyéndolo por otro. porque han dejado de
representar los habitos de
CONsumo.




Para completar el estudio de los cambios en los habitos de consumo es necesario
cuantificar de alguna manera el grado de sustitucion que se produce entre bienes y
servicios como consecuencia de las variaciones producidas por los cambios en los
precios. Para ello, en este trabajo se utiliza la elasticidad media definida por Allen

(1934). Esta se define como se muestra en (9)

| (M+mj o
ot 20 ww) e
(%+q} Ap' (ai+q) (pi—pi)
2

(9)

El hecho de que las cantidades sean unas magnitudes flujo, obliga a trabajar en términos

per cépita. Ello nos lleva a definir una elasticidad media per cépita de la forma que se

(ﬁ_%J o
o AN N (pi+pi)

muestra en (10).
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Multiplicando y dividiendo (10) por "™ se tiene (11)
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Sustituyendo (7) en (11) y reordenando términos se obtiene (12)
o _(10-1) (5+1) -1 0 +(1-17)
gQi ~(hi X - hi i i hi
(13 +1) (1,-1) 1=1"x 1, =(1,-1") 12)



Es de sefialar que estas elasticidades se refieren a la variacion que se produce entre los
precios y cantidades consumidas, y se obtienen a partir de los indices de precios y
cantidades per cépita. El valor de estas elasticidades nos sefiala la reaccion de los
consumidores ante variaciones de los precios. Si es negativa y los precios han crecido,
los consumidores han disminuido el consumo, mientras que si los precios han
disminuido los consumidores han aumentado el consumo. Si es positiva sefiala que a
pesar de todo, los consumidores lo han aumentado en el primer caso y lo han
disminuido en el segundo. Estas variaciones también se pueden distinguir entre los que
son mayores 0 menores que +1 o -1, sefialando un crecimiento/decrecimiento mas o

menos que proporcional al cambio de precio producido.
También es posible obtener la elasticidad cruzada en la medida que en (9) se sustituya

i j
P por P, Por tanto, la elasticidad cruzada se obtiene a partir de la siguiente expresion:

_qhi i __hi
o 11+ (10-17)

j
p
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Q Cqhig i _ (i _qhi
1-10 1] (|p ! )

(13)

Estas elasticidades cruzadas reflejan los cambios en las cantidades de cada uno de los
bienes y servicios como consecuencia de cada cambio de precio del resto de los bienes y
servicios presentes en la cesta de la compra. Por lo que, en conjunto reflejan la
sustitucion que se produce en las cantidades consumidas ante las variaciones de precios

de todos y cada uno de los bienes y servicios presentes en la cesta de la compra.

Este conjunto de elasticidades cruzadas se puede analizar desde una doble perspectiva.
Por un lado, los cambios, en promedio, de las cantidades consumidas en un bien o

servicio k como consecuencia de los cambios de precios del resto de los bienes y

k
servicios (%1 ). Por otro, los que, en promedio, se producen en las cantidades del resto

de los bienes presentes en el conjunto de los bienes y servicios como consecuencia del

k
cambio del precio de un bien o servicio k (¥2). Es decir, podemos definir los siguientes

estadisticos:

1 L

k P

& = X E E

ton-1 |G
J=k (14)
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Para este analisis conjunto, debemos tener en cuenta que estas elasticidades cruzadas,

independiente de la formula de obtencion, esencialmente representan un cociente entre

variaciones relativas de cantidades y de precios, es decir:

Ag;

o G

£y = Apj
Py (16)

Si el cambio relativo en precios fuese el mismo para todos los bienes y servicios, la

expresion (14) junto con la (16) la podriamos escribir como (17)

o1 a(ag)
& n_lxﬂxiz_l:( qkj
izk (17)
Aq,

Donde ( O J representa el cambio relativo de las cantidades del producto k debido al

cambio de precios del producto i. Si ademéas hacemos p= n—l, (17) se puede expresar
como (18).

1 k-1 1 k+1 1\"
SERERER
qk qk qk

1 s i
==x| (o) —(n-1)xqy
Oy |i=

i=k (18)

k _
La expresion (18) es facilmente interpretable. Si % _0, ello implica que, en términos
medios, el incremento de precios relativos generalizado e igual en los (n-1) productos

restantes de la cesta de la compra no tiene efectos cobre las cantidades consumidas de la



k
rabricak. Si & >0

, implicaria que la respuesta ante un incremento generalizado de los
precios relativos en el resto de productos de la cesta de la compra produce un
incremento en las cantidades consumidas en el producto k. Es decir, en términos

medios, el producto k es sustitutivo con respecto al resto de productos que componen la

k
cesta de la compra. Por el contrario, si “ <0, ello implicaria cierto caracter
complementario, en el sentido de que el incremento de precios generalizado reduciria el

consumo del productos k.

89,

( ]k

k

El estadistico #2 lo podemos escribir como (19), indicando 9 el cambio relativo
que muestra la cantidad consumida en el producto j al incrementarse el precio relativo

del producto k.

k
gk _ 1 Py Zn: qu
* n-1Ap |5\ q

i (19)

k k
De forma similar a como se hizo con “ | ¥z se puede escribir en funcion de los indices

de cantidades.

k
1 op (G
& =——— — | —=(n-1

? n-1Ap, ,Z_ll qf

7 (20)
k
0

En (20), 9 denota el indice de cantidades del producto j en el instante temporal 1

k _
con respecto al 0, debido al cambio relativo en el precio del producto k. Si & _O,

implica que un incremento relativo en el precio del producto k no produce cambios, en

términos medios, y sobre los indices, en las cantidades consumidas en el resto de los

e >0

productos presentes en la cesta de la compra. Si , el encarecimiento del producto

k, provoca un mayor consumo medio del resto de productos que forman la cesta de la

k
compra, mientras que, si 2 < O, lo que se produce es una reduccion. Es decir, de alguna

10



k
manera, 2 vuelve a medir el caracter sustitutivo-complementario del producto k frente
al resto de los productos. Este caracter se determina por la elasticidad precio del
producto k en la medida que es la que sefiala el crecimiento/decrecimiento de su

Pi
., . &, >0 . . .
consumo. Asi, si @ , lo que sefiala que ante crecimientos de precios aumenta la

ey >0

cantidad consumida, y , o que refleja que el consumo del resto de productos

k
& <0

también aumenta, expresa su caracter complementario. Si sera un producto

pi
. .. &, <0 o, )
sustitutivo. Por el contrario, si ° la caracterizacion es la contraria.

Por tanto, el estudio de los cambios en los habitos de consumo no puede realizarse

k k
Gnicamente con 1 y 2y obviar ni la elasticidad precio directa, ni la estructura de

mercados que se define en el cuadro 1. Por ello, para alcanzar el objetivo perseguido, es
necesario analizar conjuntamente todas las medidas descritas en las paginas previas.

Para ello partiremos de la estructura de mercados definidos en el Cuadro 1.

Los mercados M1 y M2 contienen a los productos que presentan una correlacion
positiva entre el indice de precios y el de cantidades, lo que conlleva una elasticidad
precio también positiva. Ademas, el mercado M1 muestra un cambio fuerte en los
precios. Por tanto, son bienes muy atractivos o necesarios para el consumidor. En este

sentido, se esperaria que si el resto de los productos se hacen mas caros, el consumidor

k
reaccionaria consumiendo mas productos que se sittan en este mercado. Es decir, 1 sp

k
espera que sea mayor que cero. Ahora bien, si sus precios siguen subiendo y 2 >0

indicaria que el consumidor considera que ya no le es rentable seguir pagando dicho

k
precio y prefiere pasar a consumir otros productos. Sin embargo, si 2 <O, ello
significaria que el consumidor sigue sin poder renunciar a consumir productos que se

encuentran en el mercado M1.

El mercado M2 lo forman productos cuyos precios y cantidades han evolucionado con
el mismo signo, pero siguen siendo productos con un crecimiento de precios moderados
con respecto al conjunto de todas las rdbricas. Son productos en los cuales la propia

moderacion de sus precios puede ser un acicate para su consumo. Para estos bienes se

11



k
esperaria que 1 fuese mayor que cero, puesto que ello implicaria que los productos

k
pertenecientes al mercado M2 se hacen alin mas baratos. Nuevamente el valor de &2

k
nos marcaria un punto de inflexion en el comportamiento del consumidor. Si &> O, un
incremento del precio en el producto k produciria un incremento en el consumo en el
resto de productos, lo cual confirmaria que el bajo precio relativo es el que incentiva el

consumo de estos productos, de tal forma que si se hace relativamente mas caro se pasa

e <0

a consumir otro tipo de producto. Por el contrario, si indicaria que estos bienes

son, en algun sentido, fundamentales para el consumidor.

Los productos pertenecientes a los mercados M3 y M4 se caracterizan por presentar una
correlacién negativa entre los indices de precios y cantidades y, por tanto, presentaran

una elasticidad precio directa negativa. EI mercado M3 se caracteriza, ademas, por

k
contener productos con crecimiento de precios altos. Por ello, si 1 fuese mayor que

cero, implicaria que, al hacerse relativamente méas baratos los productos del mercado

k
g <0

M3 se consumirian mas, mientras que Si , mostraria que el consumo de los

productos del mercado M3 es complementario del consumo del resto de los productos

k
de la cesta de la compra. Esta complementariedad es compatible con & <0. Ahora

bien, si & fuese menor que cero y & >0 estaria mostrando a la vez cierta
complementariedad y cierta sustituibilidad. Es decir, serian bienes deseables para el
consumidor porque, aunque tienen un precio muy elevado, se consumen en unas
cantidades lo suficientemente elevadas como para que una unidad mas de su consumo
tenga un coste de oportunidad muy elevado. Esto hace que si el resto de productos
incrementa su precio no se consuma mas de estos productos y, sin embargo, si su precio

crece se hace demasiado caro y se pasa a consumir otros productos.

El mercado M4 contiene productos que, ademas de presentar una elasticidad precio

directa negativa, sus precios han crecido de forma moderada. Son bienes poco atractivos

k
para el consumidor. Esta conclusion se veria apoyada si 1 fuese menor que cero, ya

que ello significaria que al incrementar el resto de precios, se reduce la cantidad

k
consumida en este producto. En la misma linea, se esperaria que %2 fuese mayor que

12



cero, dado que ello mostraria que la razén de consumir productos que se encuentran en
M4 es su bajo precio. Ahora bien, si estos crecen, se pasa a consumir otros bienes.

3. Determinacion de los cambios en los habitos de Consumo. Aplicacion al estado

espafiol y sus comunidades autdnomas

Para aplicar la metodologia propuesta en el epigrafe anterior, el primer paso consiste en

estimar G' correspondiente a la expresion (8). Desgraciadamente este dato no esta
disponible, pero lo podemos estimar siguiendo el siguiente razonamiento. Conociendo
el gasto ECPF [INE (2006b)] en un grupo se pude conocer el gasto total de la cesta que
usa el IPC si se conoce el peso del citado grupo en el gasto total de la citada cesta. En
general, la composicién de los grupos en que se divide el Gasto de la ECPF es similar a
la de los del IPC, excepto aquellos en que los gastos de autoconsumo, autosuministro,
de salario en especie, comidas gratuitas o bonificadas y alquiler imputado a la vivienda
en la que reside el hogar (cuando es propietario de la misma o la tiene cedida gratuita o
semigratuitamente por otros hogares o instituciones) son importantes. Los grupos donde
estas cantidades son mas significativas son el Grupo 1. Alimentacion y Bebidas no
alcoholicas, el Grupo 4: Vivienda, agua, electricidad y otros combustibles, el Grupo 9:
Ocio, espectaculos y cultura y el Grupo 12: Otros bienes y servicios. Por tanto, a partir
de los gastos ECPF del resto de los grupos se puede estimar el gasto total IPC.
Obviamente, en cada calculo intervienen gastos residuales no adaptables al IPC que
evitan que la estimacion de este gasto total en la cesta del IPC sea idéntica en todos los
grupos. Dado que no tenemos ningun criterio por el cual decidir que cifra en la mejor,
nuestra propuesta es usar como estimacion el valor de la media geométrica de los

resultados obtenidos en cada uno de ellos.

No obstante, no hay que olvidar que en el calculo del gasto total de las familias también
interviene el crecimiento de la poblacién, por lo que se hace necesario relativizar dicho

gasto en funcion de la evolucién de la misma.

Por tanto, se puede considerar que este calculo es valido, tanto para las rabricas
nacionales como para cada una de las comunidades ya que, aunque introduce un
evidente sesgo, como influye por igual en los célculos de todos los indices de cantidades

de cada Comunidad, se convierte en un sesgo aceptable.
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A partir de la férmula reflejada en (6) y con los datos de precios y ponderaciones
referidos al periodo 2001-2006 [INE, (2006a)], se han obtenido los indices de

cantidades y su correlacion con los indices de precios de las rubricas nacionales y de

todas las Comunidades, donde las G’ se han obtenido como se ha sefalado

anteriormente.

3.1 Andlisis de los mercados en la Espafia de las Autonomias 2001-2006

En el cuadro 2 se muestran, para Espafia y para las comunidades auténomas, la
asignacion de las 57 rubricas a cada uno de los cuatro mercados que se definen en el
cuadro 1. En el cuadro 2, la primera fila se corresponde con los codigos de los distintos
territorios, cuya identificacién se muestra en el anexo 1, mientras que en la primera
columna se encuentran los codigos de las distintas rubricas, cuya identificacion se puede

consultar en el anexo 2.

Al analizar el cuadro 2, lo primero que destaca es la heterogeneidad en los habitos de
consumo de los espafioles. Unicamente las rubricas R13, aceites y grasas, la R47,
comunicaciones, y la R48, objetos recreativos, tienen un comportamiento homogéneo
para todo el conjunto de comunidades autonomas. Los aceites y las grasas, para el
conjunto del estado espafiol, se ha caracterizado, a lo largo del periodo 2001-2006, por
presentar un fuerte incremento de precios, por encima del crecimiento medio de la cesta

de la compra, y por reducir el consumo de este tipo de bienes.

Por el contrario, los bienes y servicios integrados en las rabricas de comunicaciones y
objetos recreativos han visto crecer sus precios de forma moderada y esa moderacion en
los precios ha favorecido en crecimiento de las cantidades consumidas. Hay también
otras rubricas que muestran un elevado nivel de homogeneidad a nivel del conjunto del
estado espafiol. Por ejemplo, la R32, reparacion de calzado, que pertenece al mercado
M3 en todos los territorios, con la excepcién de la Rioja, que forma parte del mercado
M1. Dentro de la heterogeneidad que muestra el cuadro 2, el mercado mas homogéneo
territorialmente es el M3. Este, junto con el M2 son los mercados que representan, en
principio y sin entrar en consideraciones de elasticidades cruzadas, una conducta del
consumidor mas acorde con lo esperado, en el sentido de que a mayor crecimiento de

precios menos consumo y a menor crecimiento de precios mas consumo.
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Cuadro 2. Identificacién de mercados en Espafia y sus comunidades autbnomas
C00 C01 C02 CO03 C04 CO5 CO06 CO7 CO8 C09 C10 Cl1l1 C12 Ci13 Cl4 C15 Cl16 Ci7 Ci8

RO1
R02
RO3
RO4
RO5
RO6
RO7
RO8
RO9
R10
R11
R12
R13
R14
R15
R16
R17
R18
R19
R20
R21

R22
R23
R24
R25
R26
R27
R28
R29
R30
R31
R32
R33
R34
R35
R36
R37
R38
R39
R40
R41
R42
R43
R44
R45
R46
R47
R48
R49
R50
R51
R52
R53
R54
R55
R56 M1 ML M1 M1 M1
R57 M1 M1 M1 M1 Nl M1 M1

Esto justifica la elaboracion del Cuadro 3, que persigue simplificar la descripcion
general de los habitos de consumo a nivel territorial. En este nuevo cuadro, por filas se
identifican las comunidades auténomas y por columnas se recogen para distintos

mercados y agrupaciones de los mismos la siguiente informacion:
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- N°, es el nimero de rubricas que se integran en cada mercado o agrupacion de

los mismos

- %N, es el porcentaje (sobre 57) de rubricas que se integran en cada mercado o

agrupacion de los mismos

- %G, es la suma de las ponderaciones en porcentaje de las rubricas que se
integran en cada uno de los mercados o agrupacién de los mismos

Por ejemplo, para el conjunto del mercado espafiol (C00), 25 rdbricas integran el
mercado M1, lo cual supone el 43.9% de las rubricas y el 34.2% del gasto, que por

término medio, realiza un espafiol.

Como se observa en el cuadro 3, la cesta de la compra de Espafia se divide entre los
mercado de forma desigual. Asi, el 72,5 % del gasto se realiza en rubricas en las que los
agentes se comportan como resulta habitual, es decir, ante crecimientos medios menores
aumentan su consumo (M2) y ante crecimientos mayores disminuyen el consumo (M3),

y que, ademas, significan el 78,9% de las rubricas.

Estos gastos se reparten de forma simétrica entre las que tienen un incremento menor de
los precios (M2), el 43,9 % de las rubricas y el 34,2 % del gasto y las que lo tienen con
incrementos mayores de precios (M3), el 35,1 % de las rubricas y el 38,4 % de los
gastos. Estos datos parecen sefialar que, en el primer caso, las rubricas tienen poco peso
(el promedio de las ponderaciones de las 25 rubricas es 1,37 %) vy, en el segundo, lo
tienen mayor (el promedio de las ponderaciones de las 20 rubricas es 1,92 %, aunque
este promedio estd muy influido por la presencia de la R44, Transporte personal, con un
peso del 15,81 %, con lo que el promedio, sin considerar esta rubrica se reduce al
1,19%).

Por su parte, el gasto producido en mercados donde los agentes no actlian de la forma
esperada es bastante diferente, puesto que mientras que entre las que, a pesar de subir
los precios aumenta el consumo (M1) son el 12,3% de las rabricas y que significan el
21,8 % del gasto, en las que, a pesar de disminuir los precios disminuyen las cantidades
(M4) son el 8,8 % de las rubricas y solo el 5,7 % del gasto. Estos datos parecen sefialar
que en el primer caso las rabricas tienen mucho peso (el promedio de las ponderaciones
de las 7 rubricas es 3,11 %) y en el segundo lo tienen menor (el promedio de las

ponderaciones de las 5 rubricas es 1,14 %).
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Cuadro 3. Descripcion del consumo en Espafia y sus comunidades autdnomas

M2 M3 M2+M3 M1 M4 M1+M4

% % | %
N° |%N|%G|N [%N|%G|N°|%N |G N°|%N|%G|N°|%N |%G|N° |N G

C00 |25 |439 342 |20 |351 (384 (45 (789 (725 |7 |123|218 |5 (88 |57 |12 |211|275

C01 |25 (439 (357 |21 |36,8 |50,7 |46 |80,7 (863 |6 |105 |76 |5 |88 |60 |11 (193|137

C02 |26 |456 37,8 |13 |228 18,0 {39 (68,4 |557 (17298 {439 |1 (18 |04 |18 |31,6 |443

C03 |6 10,5 (10,7 |29 |50,9 |58,8 |35 |61,4 |695 |0 (0,0 |00 |22|386 30,5 |22 |38,6 |305

C04 |21 (36,8 243 |17 |298 |354 |38 (66,7 |59,7 |13 22,8 {300 |6 |[10,5(10,3 |19 |33,3 403

C05 |28 (491 438 |4 |70 |60 |32 (561 (49,8 |23 40,4 (492 |2 (35 |10 |25 |43,9 |502

C06 |13 |22,8 19,9 |28 |49,1 |551 [41|719 (751 |2 |35 |16 |14 |246 (233 |16 (281|249

C07 |18 |316 264 |21 |368 51,3 |39 (68,4 (77,7 |10|17,5|128 |8 |[14,0 (95 |18 |31,6 |223

C08 |8 14,0 (135 |23 |404 |54,6 |31 |54,4 |681 |1 (18 |09 |25|439 31,0 (26 |456 |319

C09 |9 15,8 (13,6 |29 |50,9 |58,7 |38 |66,7 {723 |3 |53 |47 |16|281 23,0 (19 |333|27,7

C10 |21 (36,8 |31,0 |21 |36,8 |519 |42 |73,7 (829 |12 |211 161 |3 |53 |11 |15 (263|171

Cl1 |5 88 |85 |27 |47,4|551 |32 |56,1 (63,7 |0 (00 |00 |25|439 363 25 |439 |36,3

C12 |30 |52,6 429 |15 |26,3 |33,5 (45 (789 765 |9 |158 (206 |3 (53 (29 |12 |21,1|235

C13 |27 |474 36,0 |12 |211 (278 |39 (684 (638 |17|298 (359 |1 (18 |03 |18 |31,6 |36,2

Cl4 |26 |456 [31,8 |16 |28,1 |313 |42 |73,7 (63,1 |14 |246 348 |1 |18 |21 |15 (26,3 36,9

C15 |18 (316220 |18 |316 |20,5 |36 (63,2 |425 |11|19,3 {268 |10 (17,5 (30,7 |21 |36,8 |57,5

Cl6 (23 |40,4 338 |8 140 (7,1 |31 |54,4 (40,9 |24 |42,1 564 |2 |35 |27 |26 |456 |59,1

Cl7 |27 |47,4 345 |2 35 |11 |29 (50,9 [356 |28 |49,1|644 |0 (00 (00 |28 |491 |644

C18 |18 |31,6 |26/4 |22 |38,6 |450 (40 |70,2 (71,3 |0 |00 |00 |17 |29,8 |28,7 |17 (29,8 |28,7

Cuando se realiza este analisis en las Comunidades autbnomas se observa, por un lado,
que existen cuatro comunidades en que la division ente mercados lleva a que algunas
no tienen rabricas en alguno de los mercados. Asi, en Aragon, Extremadura y Ceuta y
Melilla, todas las rabricas de los mercados que no se comportan de forma esperada se
agrupan en el M4 sin que ninguna de ellas se comporte como el M1. Por su parte, en la
Rioja, estos mercados se agrupan en el M1, sin que existan gastos en el M4. Por otro
lado, en cuatro comunidades, Canarias, Navarra, Pais Vasco y la Rioja, el gasto que se
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produce en rabricas donde los agentes se comportan de forma esperada es inferior al 50
%. Ademas, en todos estos casos el porcentaje de rubricas supera el 50%. También es de
destacar que en estas ultimas, excepto Navarra, existe una evidente desproporcion entre

las rdbricas que se comportan como del M2 respecto a las que se comportan del M3.

3.2 Los habitos de consumo en Espafia. Un analisis en funcion de las elasticidades

medias

Las elasticidades complementan el anlisis de la evolucién de los diferentes mercados
que intervienen en la cesta de la compra, sefialando tanto la evolucion del consumo

Como sus caracteristicas.

Mercado M1: Las rubricas que se encuadran en este mercado se caracterizan por el alto
crecimiento de sus precios en relacion al cambio general y que, a pesar de todo, se han

incrementado sus consumos.

Cuadro 4. Rabricas espafiolas incluidas en el Mercado 1

Prom. ; Pond
pc |com. % & & |0
General 1,065 0,29 100
RO6 | Carne de ave 1,094 0,08 -0,06 (-0,08 |0,10 (0,91
R16 | Legumbresy hortalizas frescas 1,085 063 |055 |056 (011 |1,01
R33 | Vivienda en alquiler 1,088 0,44 0,16 [0,20 [0,09 |[2,24
R41 | Servicios para el hogar 1,098 0,74 |0,72 |1,02 (0,07 |1,39
R42 | Servicios médicos y similares 1,078 0,52 0,28 (0,33 |0,10 (1,90
R56 | Turismo y hosteleria 1,085 0,02 0,02 |0,03 |0,10 |12,44
Bienes y servicios no contemplados
R57 | en otra parte 1,074 0,63 0,48 (057 0,09 (1,89
PROMEDIO de los wvalores
absolutos 0,40 |00 (0,32 |3,11

Como se observa en el Cuadro 4 todas las rabricas, excepto la R06: Carne de ave,

tienen las elasticidades precios positivas sefialando su caracter de necesarios o muy

k
deseados por el consumidor. Asimismo, las €1 son positivas, sefialando su caracter de

productos sustitutivos del resto de las rabricas, en el sentido sefialado de que aumentan
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su consumo si el resto de los precios crece en la medida que se abaratan relativamente

k
estas rubricas. El hecho de que €2 también sean positivos refleja un cierto caracter de
complementariedad en el sentido sefialado de que si sus precios siguen creciendo, el
incremento del coste de oportunidad los llevaria a consumir otros productos. Estas

caracteristicas se pueden aplicar también a la rdbrica R06 en la medida que su

k k
elasticidad precio y € son negativas y que 2 sea positivo lo que sefiala que es un

producto sustitutivo de otras rabricas que no pertenecen a este mercado y que se elige
como alternativa a estos productos por la poca importancia que tiene su consumo. Esto
nos lleva a concluir que el mercado M1 lo forman bienes y servicios muy relacionados
con la calidad de vida de los consumidores, y éstos estarian dispuestos a consumir mas

si su crecimiento de precios se moderase.

Mercado M2: Las rubricas que se encuadran en este mercado se caracterizan porque el
crecimiento de sus precios, en relacion al cambio general, es menor y que, en

consecuencia, se han incrementado sus consumos.

Hay que sefialar que en este mercado se han incluido las rabricas que, al descender los
precios se han incrementado las cantidades, como lo reflejan tanto el signo de la
correlacion de los indices de precios y cantidades como la elasticidad precio. En
general, excepto la rdbrica R26: Prendas de vestir de mujer, el hecho de que el signo de

la elasticidad precio y que el promedio de sus valores absolutos sea muy alto, los

k
identifican como bienes deseables para los consumidores. Asimismo, las !

son
positivas, lo que indica el caracter sustitutivo del resto de las rubricas, en el sentido
sefialado de que aumentan su consumo si el resto de los precios crece en la medida que

se abaratan relativamente estas rubricas.

k
El hecho de que €2 también sean positivos confirma que son los precios bajos los que
determinan el deseo de consumirlos. Por tanto, si sus precios suben, el incremento del

coste de oportunidad los llevaria a consumir otros productos.
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Cuadro 5. Rabricas espafiolas incluidas en el Mercado 2

Prom. i Pond.
e |cor |5 & & |noo
General 1,065 0,29 100
RO1 | Cerealesy derivados 1,038 0,92 160 |091 |019 |1,55
RO5 | Carne de porcino 1,060 0,09 0,25 (0,25 |0,09 (0,79
RO7 | Otras carnes 1,038 0,59 092 |056 (0,18 (2,31
Crustaceos, moluscos y preparados
R09 |de pescado 1,056 0,34 0,30 [0,26 (0,13 |1,43
R11 |Leche 1,056 0,36 0,32 (0,29 (0,13 (1,31
R12 | Productos lacteos 1,037 0,82 2,07 |100 (0,21 |[1,62
Preparados de legumbres vy
R17 | hortalizas 1,034 0,58 1,36 |0,67 [0,22 (0,50
R20 | Azlcar 1,002 0,34 12,58 |0,75 |1,39 |0,13
R21 | Otros preparados alimenticios 1,064 0,92 092 |0,78 |0,13 |0,95
R22 | Agua mineral, refrescos y zumos 1,056 0,90 0,87 |063 |05 |0,83
R23 | Bebidas alcohdlicas 1,034 0,46 |042 (023 |0,22 |0,89
R26 |Prendas de vestir de mujer 1,050 0,18 -0,17 |-0,10 (0,20 |3,54
R27 | Prendas de vestir de nifio y bebé 1,045 0,60 066 |034 |0,22 |1,08
R29 | Calzado de Hombre 1,047 0,18 |0,06 |0,04 |0,18 |0,72
R30 | Calzado de mujer 1,062 0,56 0,27 |0,22 |0,14 |0,88
R31 | Calzado de nifio 1,045 057 (023 (0,13 |0,21 |0,36
R37 | Textil y accesorios para el hogar 1,042 0,71 0,86 (057 |0,17 |0,60
R38 | Electrodomésticos y reparaciones 0,984 -098 |-4,24 (0,98 |-0,51 (1,06
Avrticulos no duraderos para el
R40 | hogar 1,015 0,35 2,61 |062 |044 (1,74
Medicamentos y material
R43 | terapéutico 0,994 -0,90 |-4,87 |0,88 |-0,69 |1,55
R47 | Comunicaciones 0,965 -0,97 |-6,76 [3,69 |[-0,12 |2,91
R48 | Objetos recreativos 0,912 -0,99 |[-1,67 (2,48 |-0,06 |2,36
R49 | Publicaciones 1,053 09 |049 (032 |08 |1,19
R50 | Esparcimiento 1,060 0,69 0,71 |061 |0,12 |1,52
R55 | Articulos de uso personal 1,059 0,78 1,49 |1,35 |0,11 |2,34
PROMEDIO de los valores
absolutos 0,75 (0,26 [1,87 |1,37
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Mercado M3: Las rubricas que se encuadran en este mercado se caracterizan porque el
crecimiento de sus precios en relacion al cambio general es mayor y que, en

consecuencia se han disminuido sus consumaos.

Cuadro 6. Rubricas espafiolas incluidas en el Mercado 3

Prom. , Pond
. |cor | % & [ |noo
General 1,065 0,29 100
R02 | Pan 1,118 -0,35 |-0,08 |-0,13 |0,08 |1,91
R03 | Carne de vacuno 1,084 -0,37 |-0,40 [-0,59 |0,09 (1,22
R04 | Carne de ovino 1,115 -0,87 |-0,82 |-1,33 |0,09 |0,44
RO8 | Pescado fresco y congelado 1,077 -0,07 |-0,06 |-0,07 |0,10 |1,74
R10 | Huevos 1,134 -0,99 |-0,40 |-0,58 |0,09 |0,24
R13 | Aceites y grasas 1,230 -094 |-0,61 |[-2,28 |0,04 (0,79
R14 | Frutas frescas 1,148 -0,32 |-0,04 |-0,06 |0,08 |[1,55
R15 |Fretas en conservay frutos secos 1,181 -0,78 |-0,24 |-0,62 |0,05 0,29
R18 |Patatas y sus preparados 1,119 -055 |-0,36 |[-0,74 |0,07 (0,35
R24 | Tabaco 1,098 -0,85 |-0,42 |-0,57 |0,10 |2,28
R32 | Reparacion de calzado 1,118 -0,94 |-0,85 |-1,48 |0,09 |0,02
Calefaccion, alumbrado y
R34 | distribucién de agua 1,071 -056 |[-0,25 [-0,35 |0,09 |4,94
R35 | Conservacion de la vivienda 1,093 -0,97 |-0,76 |-1,08 |0,10 |3,58
R44 | Transporte personal 1,075 -0,85 |-0,27 |-0,33 |0,11 |15,81
R45 | Transporte publico urbano 1,101 -0,67 |-0,26 |-0,38 (0,09 |0,58
R46 | Transporte publico interurbano 1,109 -048 |-0,07 |-0,12 (0,07 |0,53
R51 | Educacion infantil y primaria 1,099 -0,66 |-0,18 |-0,26 |[0,09 |0,46
R52 | Educacion secundaria 1,092 -0,77 |-0,37 |-0,49 |0,10 |0,46
R53 | Educacién universitaria 1,104 -0,89 |-0,50 (-0,76 |0,09 (0,62
R54 | Otras ensefianzas 1,076 -0,07 |-0,11 |(-0,12 |0,11 (0,57
PROMEDIO de los valores
absolutos 0,62 |0,09 (035 |1,92

En general, el signo de la elasticidad precio negativo sefiala su caracter de bienes

k
sustituibles para el consumidor. Asimismo, las * son negativas, sefialando su caracter

de productos complementarios del resto de las rabricas, en el sentido sefialado de que
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aumentan su consumo si el resto de los precios crece en la medida que se abaratan

relativamente estas rubricas.

k
El hecho de que €2 también sean positivos refleja un cierto caracter de
complementariedad en el sentido sefialado de que si sus precios siguen creciendo, el

incremento del coste de oportunidad los llevaria a consumir otros productos.

Mercado M4: Las rubricas que se encuadran en este mercado se caracterizan porque el
crecimiento de sus precios en relacién al cambio general es menor y que, a pesar de

todo, han disminuido sus consumos.

Cuadro 7. Rabricas espafiolas incluidas en el Mercado 4

Prom. , Pond
e lcor %0 & |8 |noo
General 1,065 0,29 100
R19 | Café, cacao e infusiones 1,045 -0,64 |-0,58 [-0,48 |0,16 |0,40
R25 | Prendas de vestir de hombres 1,048 -0,27 |-0,34 [-0,21 (0,20 |2,83

Complementos y reparacion de
R28 | prendas de vestir 1,054 -0,53 |-0,36 [-0,28 |0,16 |0,28
R36 | Muebles y revestimientos de suelo | 1,064 -091 |-0,74 |-0,74 |0,14 |1,83

Utensilios y herramientas para el

R39 | hogar 1,044 -0,37 |-0,18 |-0,12 |0,18 |0,37
PROMEDIO de los valores
absolutos 0,37 |0,17 |0,44 |1,14

En general, el signo de la elasticidad precio negativo sefiala su caracter de bienes
normales para el consumidor. Ademas, dado que han sufrido un cambio moderado en

sus precios, indica el caracter poco necesario de estos bienes y servicios. Asimismo, las

k
1 son negativas, sefialando su caracter de productos complementarios del resto de las
rabricas, en el sentido sefialado de que aumentan su consumo si el resto de los precios

crece en la medida que relativamente se abaratan mucho mas estas rubricas.

k
El hecho de que “2 sean positivos confirma el caracter de complementariedad en el
sentido sefialado de que si sus precios siguen creciendo, el incremento del coste de
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oportunidad los llevaria a consumir otros productos. Este mercado aglutina los
productos menos deseados para los consumidores.

4.- Conclusiones

En este trabajo de disefia un método de analisis que permite estudiar los habitos de
consumo y su evolucion temporal para un determinado territorio. Dicho método se basa
en la informacion procedente de la elaboraciéon de un IPC encadenado, lo cual supone
gue las ponderaciones se van modificando periddicamente. Los cambios en las
ponderaciones nos muestran los cambios en los habitos de consumo y nos permiten
estimar unos indices de cantidades percapita que, junto con el IPC anual, son usados en
este trabajo como base para el célculo de distintas medidas que pretenden describir el

comportamiento del consumidor en el mercado.

Esta metodologia se aplicé al mercado espafiol en su conjunto y por comunidades
auténomas, permitiendo identificar cuatro mercados. EI denominado M1 contiene
bienes muy deseables para los consumidores, pero cuyos precios han crecido por
encima de la media, lo que hace que el consumidor sélo esté dispuesto a incrementar su
consumo percapita si sus precios se hacen relativamente mas baratos. Son bienes y
servicios que reflejan calidad de vida. EI mercado M2 lo constituyen un conjunto de
productos para los cuales la propia moderacién de precios se identifica como el
elemento fundamental que determina su incremento de consumo. Son productos
importantes pero no imprescindibles para el consumidor. EI mercado M3 lo forman
productos para los cuales el consumidor esta dispuesto a renunciar a parte de su
consumo si sus precios siguen subiendo. Por ultimo, el mercado M4 lo forman los

bienes y servicios poco atractivos para el consumidor. Son bienes obsoletos.

Desde el punto de vista territorial, la conclusion mas relevante es la gran heterogeneidad
detectada en los habitos de consumo a nivel de comunidades autbnomas. Son muy
pocas las rabricas que se sitlan, para todas las comunidades autonomas, siempre en el

mismo mercado.

A nivel espafiol destaca la importancia que se le da a la rdbrica R56: Turismo y
hosteleria que se sitta en el mercado M1, a pesar de que las elasticidades entre precios y

cantidades y la correlacion entre los indices de precios y cantidades tienen un valor muy
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préximo a cero. Las legumbres y hortalizas frescas, la vivienda en alquiler, los servicios
para el hogar y los servicios médicos también forman parte del mercado M1. El
mercado M2 lo forman productos alimenticios, vestido, calzado, elementos para el
hogar, comunicaciones y ocio. En el mercado M3 se sitdan, ademas algunas rubricas de
alimentacion (carnes, pescados, aceites, huevos), el transporte y la educacién junto con
los gastos relacionados con el uso de la vivienda (calefaccion, alumbrado, agua,
conservacion de la vivienda). Por ultimo, el mercado M4 s6lo contiene 5 rubricas que

en su conjunto Unicamente representan el 5.7% del gasto total medio de un espafiol.
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Anexo 1. Caodigos territoriales

Territorio || Espafa Andalucia Aragén Asturias Baleares Canarias

Cadigo C00 C01 C02 C03 C04 C05

Territorio | Cantabria Castilla Ledn | Castilla Mancha | Catalufia C Valenciana | Extremadura

Cadigo C06 CO07 C08 C09 C10 Cl1

Territorio | Galicia Madrid Murcia Navarra Pais Vasco Rioja

Cadigo C12 C13 Cl4 C15 C16 C17

Territorio  J Ceuta Melilla

Cadigo C18

Anexo 2. Cadigos de rubricas
Rdbrica Cadigo | Rubrica Cddigo
Cereales y derivados RO1 Calzado de mujer R30
Pan R02 Calzado de nifio R31
Carne de vacuno RO3 Reparacién de calzado R32
Carne de ovino R0O4 Vivienda en alquiler R33

Calefaccion, alumbrado y distribuciéon de

Carne de porcino RO5 agua R34
Carne de ave RO6 Conservacién de la vivienda R35
Otras carnes RO7 Muebles y revestimientos de suelo R36
Pescado fresco y congelado RO8 Textil y accesorios para el hogar R37
Crustaceos, moluscos y preparados de
pescado R09 Electrodomésticos y reparaciones R38
Huevos R10 Utensilios y herramientas para el hogar R39
Leche R11 Avrticulos no duraderos para el hogar R40
Productos lacteos R12 Servicios para el hogar R41
Aceites y grasas R13 Servicios méedicos y similares R42
Frutas frescas R14 Medicamentos y material terapéutico R43
Fretas en conserva y frutos secos R15 Transporte personal R44
Legumbres y hortalizas frescas R16 Transporte publico urbano R45
Preparados de legumbres y hortalizas R17 Transporte publico interurbano R46
Patatas y sus preparados R18 Comunicaciones R47
Café, cacao e infusiones R19 Objetos recreativos R48
Azlcar R20 Publicaciones R49
Otros preparados alimenticios R21 Esparcimiento R50
Agua mineral, refrescos y zumos R22 Educacidn infantil y primaria R51
Bebidas alcohdlicas R23 Educacion secundaria R52
Tabaco R24 Educacion universitaria R53
Prendas de vestir de hombres R25 Otras ensefianzas R54
Prendas de vestir de mujer R26 Articulos de uso personal R55
Prendas de vestir de nifio y bebé R27 Turismo y hosteleria R56
Complementos y reparacion de prendas Bienes y servicios no contemplados en otra
de vestir R28 parte R57
Calzado de Hombre R29
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Resumen

En el presente trabajo se hace una propuesta para el célculo de un indice del Coste de la Vida (ICV) a partir de la
estructura de trabajo y de la informacion estadistica con la que se calcula el indice de Precios de Consumo (IPC).
Para ello, en primer lugar, se analizan los objetivos para los cuales las agencias de estadistica (Bureau of Labor
Statistic, Eurostat, etc...) calculan el IPC. En segundo lugar, y, dado que el objetivo no es Unico y se suele relacionar
con el nivel de vida, se estudian estos dos conceptos, llegando a la conclusion de que cuando el objetivo del IPC es
calcular el Indice del Coste de la Vida, el nivel elemental del calculo del IPC se convierte en la principal fuente de
sesgo, debido a la rigidez que implican las férmulas que actualmente se usan para el calculo del indice elemental, en
términos de sustitucion de productos y establecimientos. En tercer lugar, y bajo el supuesto de que se desea medir los
cambios en el nivel de vida debido a los cambios en los precios, se deduce la interpretacion desde el punto de vista
estadistico de los indices de precios teéricos obtenidos a partir de una funcién de utilidad con elasticidad de
sustitucion constante. Por Gltimo, se propone el calculo de un indicador de indice del Coste de la Vida que combine
distintas formulas para la obtencion de los indices de los agregados elementales con el objeto de que éste sea capaz de
captar el distinto nivel de sustitucion que se puede producir dentro de cada uno de esos agregados elementales.

Palabras clave: Inflacion, IPC, indice del Coste de la Vida, CES.

Abstract

In the present work, we make a proposal for the construction of the Cost-of-Living Index (COLI), using the same
structure of work and the same statistical information with which the Consumer Price Index (CPI) is calculated. Our
first purpose in the present paper is to analyze the reasons for which the Statistic Agencies (Bureau of Labor Statistic,
Eurostat, ...) calculate the CPI. Secondly, and, since the objective is not unique and usually it is related to the cost of
living, we studied these two concepts and we concluded that, when the objective of the CPI is to calculate the COLI,
the lower-level of the calculation of the CPI is the main source of bias, due to the rigidity that implies the formulas
that at the moment are used for the calculation of the elementary index, in terms of substitution of products and
establishments. Thirdly, and under the assumption that we want to measure the changes in the cost-of-living due to
the changes in the prices, we deduce the statistical interpretation of the prices index that are obtained from a CES
utility function. Finally, we propose to calculate a COLI that combines different formulas for the elementary Index.
The objective of this index is to catch the different level from substitution that can be produced within each one of
elementary aggregates.

Key words: Inflation, CPI, Cost-of-Living Index , CES.



1. Introduccion

El control de la inflacién es un elemento fundamental en la politica econémica de
cualquier pais. La razén se encuentra, por un lado, en su capacidad para modificar los
flujos de capital entre regiones, en un mundo en donde el capital cada vez tiene mas
libertad para moverse geogréficamente y, por otro lado, en que la inflacion es el factor
basico a la hora de fijar los cambios en el coste de la vida y, en consecuencia, en los
cambios en la calidad de vida de los ciudadanos. Por tanto, la falta de control en los
precios a nivel regional trae como consecuencia una ineficiente asignacion territorial del

capital y una divergencia en los niveles de vida de los ciudadanos.

El indicador mas completo de la inflacion es el indice de Precios de Consumo (IPC), lo
cual le convierte en el mejor indicador de los cambios en el nivel de vida de los
ciudadanos. Ahora bien, el IPC no mide la inflacién general de una economia, puesto
que sdlo tiene en cuenta el consumo de los hogares, ni tampoco mide el nivel de vida,
dado que tedricamente sélo considera precios. Esta parcialidad del IPC ha provocado
cierta divergencia entre los encargados de elaborarlo y los académicos que se centran en
su estudio. Los primeros afirman que el IPC lo que pretende medir es la evolucion pura
de los precios de consumo [De Castro y Gonzalez (2000), pag. 59], los segundos,
cuando analizan el IPC lo hacen identificando sesgos que, en muchas de las ocasiones,
estan relacionados mas con los cambios en el nivel de vida que con los precios puros.
En esta ultima linea se encuentran, entre otros, el informe Boskin, que afirma que el
Bureau of Labor Statistic (BLS) de Estados Unidos debiera fijar como objetivo de la
medicion de los precios de consumo un indice del coste de la vida [Boskin (1996), pag.
2]. En el mismo sentido se manifiesta Schultze y Mackie editores cuando afirman que el
BLS debe acercar el IPC a un indice del coste de la vida [Schultze and Mackie (2002),
Executive Summary, pag. 1]. Diewert (1998), Schultze (2003), Hausman, J. (2003),

etc... se manifiestan de forma similar.

En gran parte, el distanciamiento entre los que elaboran el IPC y los academicos que lo
estudian nace de la forma en la que se define esta medida y en su uso. Por ejemplo, el
BLS define el IPC como un programa que produce mensualmente datos acerca de los

cambios en los precios pagados por los consumidores urbanos para una cesta



representativa de bienes y servicios." La misma fuente indica que el IPC combina teorfa
econdmica, tecnicas estadisticas y datos para obtener una medida del cambio de los
precios para el sector del consumo de la economia americana [BLS (2006), pag. 1] y
reconoce indirectamente que existen problemas en su construccién, muchos de los
cuales podrian resolverse si se abordara su calculo a través de un esquema de trabajo
como el que define el concepto de indice del Coste de la Vida (ICV) [BLS (2006), pag.
2]. El enfoque del ICV no esta exento de dificultades, con lo cual el BLS concluye que
el objetivo del IPC es ofrecer una aproximacion a un ICV condicional que incluye
solamente los precios de mercado de bienes y servicios [BLS (2006), pag. 3].

La posicion de la Union Europea (UE) es distinta. En este caso, el IPC es el instrumento
para medir la inflacion que permita cuantificar el nivel de estabilidad de los precios de
los distintos paises que aspiran a formar parte de la Union Monetaria. En el Reglamento
(CE) N° 2494/95 del Consejo relativo a los indices armonizados de precios de consumo
(IPCA), se reconoce la parcialidad de esta medida como indicador de la inflacion, pero
se defiende como un elemento fundamental de la misma. El objetivo de la Unién
Europea es armonizar los distintos IPC de cada uno de los paises, para que midan lo
mismo. Sin embargo, dentro de la UE cada pais calcula su propio IPC y, en algunos
casos, se vuelven a mezclar los conceptos de inflacion y calidad de vida. Por ejemplo,
en Espafia, el Instituto Nacional de Estadistica clasifica el IPC en un area que denomina
"Nivel, Calidad y Condiciones de Vida". La propia clasificacion del indicador nos hace
pensar en un uso que aborda aspectos que van mas alla de la inflacién y estan mas
relacionados con un ICV. De hecho, INE (2006) define el IPC a través del objetivo que
se persigue con su calculo diciendo que "mide la evolucion del nivel de precios de los
bienes y servicios de consumo adquiridos por los hogares residentes en Espafa” [INE
(2006), pag. 11].

En este trabajo nos planteamos cémo conciliar el IPC y el ICV desde el punto de vista
de la estructura de trabajo que aporta el concepto de ICV, pero con la informacién que
utiliza en la actualidad el IPC, con el objeto de disponer de medidas mas precisas, tanto
de la inflacion, como de los cambios que provocan los precios en el nivel de vida de los

ciudadanos. Para ello, en el epigrafe siguiente se analizan algunos aspectos del IPC, en

! Http://www.bls.gov/cpi/#overview, "The Consumer Price Indexes (CPI) program produces monthly
data on changes in the prices paid by urban consumers for a representative basket of goods and services"



el punto tercero se aborda, desde el punto de vista estadistico, el calculo de los indices
de precios tedricos obtenidos a partir de las funciones de utilidad con elasticidad de
sustitucion constante (CES) y, en apartado cuatro, se plantea una forma de elaborar un
ICV con los mismos datos con los que en la actualidad se calcula el IPC. En el ultimo

epigrafe se enumeran las principales conclusiones.

2.- EI IPC, algunos aspectos de su elaboracién y su relacion con el Nivel de Vida

En la elaboracion del IPC hay, al menos, dos elementos que son comunes, tanto para el
BLS como para la UE. El primero de estos elementos es la informacién de base que, a
su vez, determina el segundo elemento comun, y que se refiere a que el IPC se elabora
en dos fases. La fase elemental es aquella en la cual unicamente se utilizan datos de
precios y da lugar al célculo de los indices elementales. La/s fase/s agregada/s parte/n de
los citados indices elementales y se combinan con la estructura del gasto para obtener
distintos IPC agregados, bien por territorios, por necesidades o por ambos

simultaneamente.

En la primera de las fases, la elemental, Unicamente se utilizan datos de precios
recogidos en los puntos de venta. Entre los diferentes paises puede diferir mucho la
forma en la que se seleccionan los establecimientos en donde se recogen los precios, la
frecuencia con la que se observan, la propia seleccion de los productos para los cuales
se miden los precios, etc. Ahora bien, existe un aspecto comin en todos los casos:
siempre se observan precios en los puntos de venta, nunca en los consumidores. Es

decir, lo que se observa son los precios de la oferta.

Esta forma de recoger los datos tiene consecuencias muy importantes, tanto si el IPC se
entiende como una medida de la inflacion, como si se ve como una medida del nivel de
vida. Ello se debe a que los precios medidos en los establecimientos constituyen la
unica informacion de la que se dispone para el instante actual y, ademas, sélo se utilizan
en la fase elemental, puesto que, en las siguientes fases, ya se usan los indices de
precios elementales y no los precios. Cualquier error o inconsistencia que se produzca
en la transformacion de los precios en sus indices elementales no puede ser subsanado

en ninguna fase posterior de la elaboracion del IPC.



En estas circunstancias, la formula de calculo del indice elemental se convierte en un
elemento clave a la hora de incorporar sesgos en el resultado final del IPC. De hecho, la
mayoria de los sesgos que se identifican en la literatura se producen dentro del estrato
elemental. Por ejemplo, los cuatro sesgos que Schultze (2003) identifica como
particularmente importantes, a saber, el sesgo por sustituciéon de productos, el sesgo por
cambios en la calidad, el sesgo por la aparicion de nuevos productos y el sesgo a la hora
de definir los bienes y servicios que deben formar parte del IPC, se producen en el nivel

elemental. Lo mismo sucede con los que se analizan en Hausman (2003).

Numéricamente el sesgo no es trivial. En la Tabla 1 se muestran las diferencias relativas
entre las inflaciones calculadas para cinco productos pertenecientes al grupo de
alimentacion entre dos instantes de tiempo separados seis meses, en funcion de qué
formula de célculo se ha utilizado para obtener el indice elemental, con respecto a la
férmula de Jevons. Los datos son del afio 2005 y pertenecen a la Comunidad Auténoma

de Canarias?

Tabla 1. Diferencias relativas en los indices elementales medida tomando como referencia

la formula de Jevons

Producto 1 Producto 2 Producto 3 Producto 4 | Producto 5
Carli 204.08 71.50 400.22 914.61 142.78
Dutot 4.40 -12.38 43.12 11.47 4.68
CES (2) -6.14 -11.21 -41.07 -5.18 -8.15

Carli: Media aritmética de los indices de precios

Dutot: Cociente entre las medias de los precios en cada instante de tiempo que se compara
Jevons: Media geomeétrica de los indices de precios

CES (2): indice de precios tedrico de una funcion de elasticidad de sustitucion constante

igual a 2

Es decir, si en vez de utilizar la formula de Jevons se utilizase la de Carli, la inflacion
medida para el producto 1 seria un 204% superior, para el producto 2 un 71.5%

superior, etc...La formula de Carli es especialmente llamativa, pero las diferencias son

2 Los datos fueron suministrados por el Instituto de Estadistica de Canarias.



lo suficientemente importantes entre todas las férmulas® como para que se deban de
tener en cuenta. EI BLS utiliza la férmula de Jevons y Eurostat permite tanto esta como

la de Dutot y, sélo en casos excepcionales, se puede usar la de Carli.

En cualquier caso, todos los indices elementales, al no incorporar ninguna ponderacion
explicita del volumen de productos realmente demandados, son indicativos de la
inflacion que ofertan los puntos de venta, que denominaremos inflacion ofertada. Ahora
bien, los consumidores, ante una inflacién ofertada en el instante t con respecto a un
instante cero, pueden aceptarla en su totalidad, s6lo parcialmente o no aceptarla. Es
decir, existe otra inflacion, que es la que realmente soportan los consumidores, que
denominaremos inflacion demandada. Esta inflacion es la que mide la inflacion de los

consumidores y es la que debiera usarse para estimar un ICV.

Caben, al menos, tres posibilidades para calcular la inflacion demandada. Primera,
obtener datos de cantidades también a nivel elemental. Esta es la propuesta, por
ejemplo, de Hausman (2003), que se base en que en la actualidad muchos
establecimientos ya disponen de estos datos, puesto que el sistema de venta que utilizan
se realiza mediante el escaneo electrénico de los actos de consumo. Sin embargo,
reconoce que, en la actualidad, existen lagunas de informacién y, en cualquier caso, esto
seria una ruptura total de la forma de trabajar de las agencias oficiales de encargadas de
elaborar el IPC. Segunda, obtener los precios, no de los puntos de venta, sino de los
consumidores. Esta alternativa presenta problemas de representatividad, sobre todo
cuando se refiere a productos duraderos. Tercero, incorporar formulas de calculo de los
indices elementales que se correspondan con comportamientos tedricos de los
consumidores. Las dos primeras soluciones obligan a modificar el conjunto de datos

actualmente utilizados en la elaboracion del IPC, la tercera no obligatoriamente.

En cualquier caso, todo depende de lo que se quiera medir. Si el IPC se utiliza como
medida de la inflacion de la economia, el uso de los precios de la oferta o de la demanda
son igualmente validos. Ahora bien, para mantener la coherencia, si se decide usar
precios de oferta, éstos deben usarse en todos los niveles y no solo en la elemental. Sin
embargo, en las fases de agregacion superiores al nivel elemental, se incorporan pesos

de la demanda, que si se obtienen a partir de encuestas realizadas a los consumidores.

® para la justificacion estadistica de estas diferencias véase Rodriguez, Gonzalez y Rodriguez (2005).



La conclusion, llegado este punto, es que, tanto en los objetivos para los cuales se
disefia el IPC, como en la forma de elaborarlo, se estan mezclando componentes de
distinta naturaleza que dificulta su uso y su capacidad para representar aquello para lo
que fue disefiado. Asi, el BLS se define en términos de ICV pero a nivel elemental
Unicamente utiliza datos de precios actuales obtenidos desde la oferta, no desde la
demanda. Por otra parte, la UE se define en términos de inflacion de la economiay en la
fase elemental utiliza precios de la oferta para, en las siguientes fases, mezclarlos con

datos de la demanda de consumo.

3.- EI' ICV en un contexto de Utilidad CES. Su interpretacion estadistica.

Por cuestiones operativas, las agencias de estadistica necesitan una férmula que se
puede expresar como una media ponderada de los indices elementales. Es decir, una
expresion de la forma de [1].

o £ 4 "_.-'D [1]

Siendo t y 0 dos instantes de tiempo, con t posterior a 0, h es un determinado nivel

agregado que esta formado por ™= estratos elementales, e es el indice del agregado
h

elemental j-ésimo y “’ es la ponderacion del estrato elemental j-ésimo dentro del

agregado h, que cumple E;'-éi “’;:. Estas ponderaciones se corresponden con la demanda
y en la actualidad, dado que la formula de célculo es la de Laspeyres, se refieren a un
periodo anterior al instante actual, denotado por t. Dependiendo de que se utilice un
Laspeyres o un Laspeyres encadenado, la ponderacién se corresponde con el periodo

base, denotado por 0 o con un periodo t” comprendido entre 0 y t, respectivamente.

Si las ponderaciones con las que se elaboran los niveles agregados del IPC se actualizan
de forma continua, es evidente que la estructura de la inflacion desde el lado de la oferta
tiende a converger con la de la demanda. Es decir, a medio plazo los consumidores se
ajustan a la oferta y los productores a la demanda a la hora de satisfacer/ofrecer

necesidades/productos.



Esta forma de calcular el IPC tiene varias implicaciones: primero, si se usa la formula
de Laspeyres (lo habitual), para calcular el indice en el instante t el Unico dato
disponible para ese instante de tiempo es el precio de los productos obtenido en los
establecimientos que lo ofertan (obsérvese que ponerlo a la venta no implica que los
consumidores lo adquieran). Segundo, estos precios sélo se utilizan para calcular los
indices elementales. Tercero, la hipotesis con la que se trabaja cuando se usa una
ponderacion fija para dos instantes de tiempo distintos es que la estructura de la
demanda de cada nivel de agregacion, que definen las propias ponderaciones, no se
modifica. Es decir, todos los cambios de precios se ajustan dentro de cada uno de los
niveles agregados que se calculan y no afectan al resto de agregados en términos de
modificacion de las pautas del gasto de consumidor. Por tanto, si un indice elemental
crece mucho, se reduce la cantidad consumida de los productos que contiene, para
mantener constante el gasto realizado en el conjunto de productos que forman el
agregado elemental, pero no afecta a la demanda del resto de productos a los que puede
acceder el consumidor para satisfacer la misma u otra necesidad (suponiendo constante

todos los demas precios).

Si pensamos en términos de necesidades del consumidor, si las ponderaciones se
corresponden con un instante de tiempo proximo a t y si la inflacion es moderada, la
hipdtesis de mantenimiento del gasto es mas realista cuanto méas heterogéneas sean las
necesidades de los agregados que se combinan. Es decir, si el aceite sube de precio, el
consumidor, antes que modificar la cantidad de carne que consume, actuara reduciendo
la cantidad de aceite para mantener el gasto en esta partida y, por tanto, no afectara al
resto de su consumo. Ahora bien, en el estrato elemental estamos hablando de bienes y
servicios que todos ellos satisfacen una misma necesidad del consumidor. EI ejemplo
anterior no considera la posibilidad de que se produzcan cambios de las pautas de
consumo dentro del propio estrato elemental. Por ejemplo, buscando un establecimiento
mas barato o buscando un aceite alternativo que sea mas barato y que le permita

consumir las mismas cantidades.

Ahora bien, las necesidades del consumidor pueden tener una naturaleza muy diversa.
No es lo mismo una necesidad de ocio, que una de salud o que una de alimentacion. En
principio, seria razonable pensar que si un producto de ocio se encarece, el consumidor

lo sustituya por otro de precio relativo menor, incluso puede llegar a dejar de



consumirlo. Sin embargo, cuando hablamos de una necesidad de salud el consumidor
puede ver el precio como un indicativo de calidad. De hecho, en este tipo de
necesidades la funciobn de demanda del consumidor viene determinada,
fundamentalmente, por la funcidon de produccion del ofertante. Si la necesidad del
consumidor es del grupo de alimentacion, existe una amplia variedad de alternativas de
consumo, que hace que dentro del estrato elemental se produzca una alta sustitucion,
aunque es mas dificil que se deje de satisfacer la necesidad que motiva el acto de

consumao.

: K
Como ya se ha comentado, el indice del estrato elemental j-ésimo, ‘¢, se calcula como

una funcién & de los precios observados en los establecimientos en los instantes de
tiempo O y t. Si denotamos por k a las unidades de observacion de los precios en el
0 Kk

I = g( *p]. ¥pf) . .
estrato elemental j, el ‘¢ - 7 Las funciones que se usan en la actualidad

son el cociente de las medias de los precios, formula de Dutot, y el cociente del
producto de los precios, formula de Jevons, para cada uno de los instantes de tiempo
que se comparan. Ambas formulas se corresponden con los indices de precios

verdaderos correspondientes a una determinada funcién de utilidad CES.

Para una Economia que tiene un conjunto de n bienes de consumo, la funcion de

utilidad CES homogénea de grado 1 se define como:

i

Ut = A[ZL, a,(gf)?]

[2]

Siendo U la utilidad, t el tiempo, A es un parametro de escala, %: es la ponderacion del

producto i y 9: son las cantidades consumidas del producto i en el instante t. Las
férmulas que se utilizan para calcular los indices elementales se refieren a los casos

PP
L. ., @, m o= ] ) . .,
limite de una funcion U en la cual * = .Si e °, se obtiene una funciéon de

utilidad Cobb-Douglas, cuyo indice de precios verdadero es la férmula de Jevons,

mientras que si # ~ “°, da lugar a una funcioén Leontief, cuyo indice de precios

verdadero es la férmula de Dutot.



Volviendo al caso general definido en [2], es inmediato demostrar que la elasticidad de

1
_ . §= . - .
sustitucion es igual a =2, Ademas, con esta nomenclatura, el indice de precios

teorico es [3].

Eee
=t | LT 'l
Bl T
p
f:.-' = - .1
i) e
= a
I'-=$| ,._rl.:‘:l
LLFES
3]

Desde el punto de vista axiomatico, [3] cumple todas las propiedades que 1LO(2003)
enumera como deseables para cualquier indice elemental, con la excepciéon de la
propiedad de proporcionalidad, propiedad que no se encuentra dentro de las

consideradas fundamentales.

La expresion [3] no facilita ni la interpretacion del indice ni se ajusta a la forma con la

que trabajan las agencias de estadistica. Ahora, bien, si definimos una funcién f para la
unidad de observacion muestral k perteneciente al estrato elemental j en el instante t

como [4]

e [4]

Es inmediato comprobar que fx toma valores méas grandes cuando @« crece y cuando,
en su conjunto, los precios son mas altos, y se hace mas pequefio cuando el precio en la

observacion muestral k-ésima es mas grande. Es decir, ante una situacion dada definida

por un conjunto de preferencias, {ﬂa-}, por un conjunto de precios dentro del agregado

. Tk, o . ., ¢ . o
elemental j, { F’:]', y con una utilidad del tipo CES, la funcion fx sera mas pequefia
cuanto mayor sea el precio en la unidad muestral k-ésima. En consecuencia, si se define

una ponderacion del tipo [5]

Ly fx, [5]
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ésta se caracteriza por mantener una relacion inversa con los precios. Es evidente que la

relacion inversa depende también de los parametros que definen le funcion de utilidad,

las constantes 9« y €.

Si definimos un indice de precios para el agregado elemental j como [6]

oF . 3 Kt Tor
o= sl = s T
[+ 0 "J." ’ [6]
sustituyendo [3] en [4] y el resultado en [5], es inmediato comprobar que las
expresiones [3] y [6] son iguales.

Es decir, los indices tedricos que se obtienen de una funcion de utilidad tipo CES se
pueden interpretar como promedios de los indices de precios, en donde la ponderacién
es inversamente proporcional a los precios del instante actual y depende de los
pardmetros que definen la funcion de utilidad, en concreto de la participacion de cada
uno de los indices y de la elasticidad de sustitucion. A este mismo resultado se llega si
se parte de las ponderaciones referidas al instante base, usando una media armonica

definida como [7].

¢ = Bt T = [mear ] .

En la actualidad las agencias de estadistica no usan ponderaciones explicitas en el

célculo de los indices elementales. Ademas, las contantes x son iguales para todos los
precios observados, usandose las férmulas de Dutot y Jevons, que, como hemos dicho,
se corresponden con funciones de utilidad Leontief y Cobb-Douglas respectivamente.
Al no usar ponderaciones para cada indice de precios de una unidad muestral, la
férmula de Dutot pondera de manera directa cada uno de estos indices por el precio en
el instante cero. Es decir, la importancia de un cambio en precios es mayor cuanto
mayor sea su precio en el instante de referencia. Este resultado es compatible con una
funcién de utilidad del tipo Leontief, pero no es adecuado para representar el
comportamiento del consumidor en la mayoria de los bienes, sobre todo cuando se esta
trabajando con un conjunto de productos que todos ellos tienen capacidad para
satisfacer una Unica necesidad. Recordemos que una de las propiedades que tiene la

funcion tipo Leontief es la complementariedad.
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En los Gltimos afios, la férmula mas utilizada para el indice del agregado elemental es la
de Jevons. Como ya hemos dicho, se corresponde con una utilidad Cobb-Douglas que, a
su vez, presenta una elasticidad de sustitucion igual a 1. Dado que no se usa ningdn tipo
de ponderacidn explicita, todos los indices de precios de las unidades muestrales tienen
el mismo peso, sea cual sea la posicion que dichos precios presentan en la distribucion
de los mismos. Al trabajar con una distribucion de utilidad de Cobb-Douglas sabemos
que la elasticidad precio directa es -1y la cruzada es 0. Por ello, una conclusion del uso
de esta formula es que, cuando un precio en una unidad muestral cambia, siempre se
produce una reduccion equivalente de la cantidad demandada en dicha unidad muestral,
no afectando al resto de productos del estrato elemental. Nuevamente este resultado
puede no representar al comportamiento del consumidor, puesto que en algunos de los
estratos elementales los productos son lo suficientemente homogéneos como para que el
consumidor sustituya el producto dentro del agregado con el fin de mantener la méxima
cantidad de producto consumido. Sin embargo, para algun tipo de necesidades, si puede
ser adecuado, por ejemplo, en necesidades de ocio. Los productos que satisfacen esta
necesidades son, por definicion, heterogéneos, con lo cual si a un individuo le gusta ir al
teatro, el incremento de su precio puede provocar una reduccion de la demanda de
teatro, sin que ello afecta a la parte de gasto del resto de productos de consumo dentro

del propio estrato elemental.

4.- Propuestas de elaboracion de IPC e ICV

El uso de una unica formula, sea la de Dutot o la de Jevons, para calcular todos los
indices de precios elementales de un IPC no parece la opcion méas adecuada, debido a
cada uno de ellos restringe el comportamiento del consumidor a un escenario muy
concreto y en absoluto general. El elemento fundamental en la eleccion de la formula
del estrato elemental, cuando no se dispone de ponderaciones, se encuentra en el nivel
de sustitucion que presentan las unidades muestrales que forman cada agregado

elemental, que, a su vez, por el tipo de necesidad que el consumidor pretende satisfacer.

Para muchos estratos elementales la formula debe recoger la sustitucion que se produce
entre los distintos bienes y establecimientos que ofrecen productos englobados en dicho

estrato elemental. Dado que a nivel elemental Gnicamente se dispone de informacion de
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precios y que estos cambian a los largo del tiempo, la formula que se utilice debe

recoger los cambios en la demanda que se produce debido a los cambios en los precios.

Como esta respuesta es distinta en funcion de la necesidad que se pretende satisfacer, la
férmula debe permitir ponderar de forma distinta por los precios en el periodo actual.
No olvidemos que el indice que se desea calcular se refiere al instante t y los Unicos
datos disponibles para ese instante de tiempo son los precios observados en los puntos

de venta.

Por ello, nuestra propuesta es que los estratos elementales se deben clasificar en varios
grupos dependiendo del nivel de homogeneidad de las unidades muestrales mediante las
cuales se representa. Uno de estos grupos estaria formado por aquellos estratos
elementales que satisfacen necesidades fundamentales y para las cuales el ofertante
tiene una posicion de control sobre el mercado (por cuestiones geograficas, monopolios,
etc.). En estos estratos, el consumidor necesita mantener las cantidades que consume,
para lo cual incluso puede llegar a reducir el consumo de otros bienes con el fin de
incrementar el gasto en este estrato elemental. En este caso, la formula a utilizar podria

ser la de Dutot.

Un segundo grupo de estratos lo formarian aquellos que satisfacen necesidades no
basicas mediante unos productos poco homogéneos. Un ejemplo de este tipo de estrato
son algunos productos de ocio. En ellos el consumidor puede determinar la proporcién
de gasto que le asigna a la satisfaccion de esta necesidad vy, luego, fijar la cantidad en

funcion de los precios. En este caso la formula a utilizar es la de Jevons.

Sin embargo, en una Economia desarrollada, el grupo méas amplio lo formarian estratos
elementales en los cuales el consumidor tiene cierta capacidad para sustituir sus
patrones de consumo, en funcion de como los ofertantes definan la distribucion de
precios en cada instante de tiempo. Dentro de cada uno de estos estratos, el consumidor
cambia de establecimiento y/o modifica la cantidad de cada uno de los productos que
consume, como respuesta a la inflacién que los productores ofertan en cada instante de
tiempo. Es decir, existe una alta capacidad de sustitucién dentro del estrato elemental.
En este caso, dado que no se dispone méas que de precios dentro del estrato, la Unica

solucion coherente es usar como formula elemental alguna expresion que incorpore una
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relacion inversa con la distribucion de precios en el instante actual. Esta propiedad la

tienen los indices de precios tedricos correspondientes a una funcion CES.

Por ejemplo, si se supone que un determinado estrato presenta una elasticidad de
sustitucion igual a 2, la formula para el indice de precios del agregado elemental, bajo
las condiciones actuales de informacion utilizadas para calcular el IPC, seria [8].

P 8]

Este resultado coincide con el que se llegaria usando [9], con lo cual, el cambio en los
precios simples esta ponderado de forma inversa por el precio de cada uno de los bienes

del estrato en el periodo actual.

L, = [Zf.‘.wf‘[lrk,. ] ],conwg’c =Ly pr=i Tl
ST o

Las férmulas [8] y [9] se corresponden con el indice de precios tedrico de una funcion

o= a[er0(0) |

de utilidad con valores iguales para todo @:. Es inmediato

comprobar que para esta funcion U® Ja elasticidad de las cantidades con respecto a su
propio precio se encuentra comprendida entre 0 y -2 obteniéndose mediante la expresion
[10]

)

L [10]

mientras que la elasticidad precio cruzada toma valores entre 0 y 1, siendo su expresion

la que se muestra en [11].



[11]

Si comparamos estos resultados con los que se derivan de utilizar como férmula para
los indices de precios la de Dutot o la de Jevons, las diferencias son claras. En primer
lugar, las elasticidades precio, tanto propia como cruzada, son distintas para cada uno de
los productos. En segundo lugar, los signos son los esperados por la teoria del
consumidor. Y, tercero, la sustitucién se realiza en funcién de la posicion que ocupa el

precio que cambia dentro de la distribucidn del conjunto de todos los precios.

Volviendo al caso general, es evidente que cuanto méas grande sea la elasticidad de

sustitucion, €, el cambio en el precio del producto mas caro tiene menos importancia en
el calculo del indice del agregado elemental. Esto es méas aceptable desde el punto de
vista tedrico cuanto mas homogéneos sean los productos que forman el agregado

elemental.

El uso de las férmulas [3], [6] o [7] como formula para el agregado elemental, supone
usar un indice elemental que se corresponde con un comportamiento esperado del
consumidor. A partir de estos indices se obtiene un ICV combinandolos con las
ponderaciones obtenidas mediante una encuesta de consumo. Es evidente que el ICV asi
calculado es un indice teorico. Su capacidad para representar el verdadero cambio en el
nivel de vida, debido al cambio de los precios, pasa por la representatividad de las
elasticidades estimadas dentro de cada estrato elemental y el caracter constante al que
obliga la funcion CES.

La forma de medir estas elasticidades es multiple. Una de las opciones es la que
defiende, entre otros, Hausman (2003) y que consiste en obtener cantidades, también,
dentro del agregado elemental. Su opinidén es que actualmente existen ya datos de
precios y cantidades, que aquellos que los establecimientos obtienen mediante el
proceso de lectura electrénica que utilizan en el momento de la venta. Esto significa que
ya existen datos muestrales de precios y cantidades a nivel elemental para muchos tipos
de gastos de las familias, que podrian ser usados para estimar un ICV. Sin embargo, en

nuestra opinion, esta opcion perpetla un viejo problema, y es que los datos que se
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toman vuelven a proceder de los puntos de venta y no del comportamiento del
consumidor, con lo cual, los movimientos de los consumidores dentro del marco que
define la oferta pueden no observarse. Por otro lado, esto supondria un cambio radical

en el trabajo que realizan las agencias de estadistica para elaborar el IPC-ICV.

Nuestra propuesta pasa por modificar, mediante la incorporacion de nuevas preguntas,
las actuales encuestas sobre consumo que se realizan a las familias y que permiten
obtener las ponderaciones de gasto con las que se agregan los indices de precios
elementales. Las preguntas que se incorporarian en dicha encuesta tendrian como
objetivo obtener informacion directamente del consumidor, que permitiera estimar el
nivel de sustitucion dentro de sus habitos de consumo y para cada necesidad que el
consumidor pretende satisfacer. Seria preguntas como las que se muestran en el Cuadro
1.

Con esta informacidn se clasificarian los estratos elementales en términos de elasticidad
y se usaria ésta, junto con la férmula de los indices de precios teoricos de una funcion
CES, para calcular cada indice de precios elemental con la expresion que mas se ajuste a
las caracteristicas de la necesidad que se pretende satisfacer con el consumo de los
productos que contiene el estrato elemental.
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0O O O O

Cuadrol. Propuestas de preguntas a incluir en la ECPF

Si se incrementase el precio del conjunto de productos/establecimientos que usa Usted
actualmente para satisfacer la necesidad X, ordene las siguientes alternativas con un 1 si
es la primera opcion que Usted usaria y un 5 si es la Gltima, partiendo del supuesto que
su renta total no cambia.

Incrementar el Gasto para mantener el patron de consumo(cantidades vy
establecimientos)sabiendo que ello no me permitira satisfacer alguna otra necesidad
Mantener el Gasto constante buscando establecimientos mas baratos

Mantener el Gasto constante buscando productos alternativos mas baratos

Mantener el Gasto constante buscando productos y establecimientos més baratos

Reducir el gasto quedando mis necesidades X insatisfechas

Partiendo de su actual patrén de consumo (definido por los productos que consume y los
establecimientos donde los adquiere) que le permite satisfacer la necesidad X, indique
numéricamente cual seria su reaccién ante los siguientes incrementos de precios en su
patrén de consumo, suponiendo que su renta total no cambia.

Si el incremento de | Estaria dispuesto a Reducir las | Y estaria dispuesto a cambiar mi
precios en mi patrén | cantidades que actualmente | patrén de consumo siempre vy

de consumo fuese | consumo en mis | cuando los nuevos precios fuesen
del: establecimientos actuales hasta | mas baratos al menos en un:
un:

I % %

2% 0L % %

S % %

0% | L. % L %

5% L % %

25% % %

5.- Conclusiones

Los principales problemas de sesgos que se producen en la elaboracion del IPC, cuando
se desea usar como medida de cambio en el coste de la vida, se incorporan en la primera
fase de su célculo, el nivel elemental. En gran medida, ello es debido a que los Unicos
datos que se utilizan para calcular los indices elementales no proceden de los
consumidores y las formulas que actualmente se usan se corresponden con
comportamientos de los consumidores que se explican mediante funciones de utilidad
del tipo Leontief y Cobb-Douglas, cuya capacidad de representacion es, cuanto menos,
incompleta. Si se quiere calcular un ICV mediante un esquema de elaboracion similar al

del IPC es necesario que los indices elementales se obtengan con una mayor

variabilidad en el comportamiento que sus férmulas de calculo actuales representan.
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La propuesta que se hace en este trabajo es utilizar formulas de célculo para los indices
elementales procedentes de indices de precios teoricos correspondientes a funciones de
utilidad CES, para lo cual se propone modificar las encuestas de consumo con las que se
obtienen las ponderaciones que se usan a nivel superior al elemental, con el fin de que
estas recojan la informacién que permita estimar la elasticidad de sustitucion para cada
uno de los estratos elementales en los cuales se dividen los bienes y servicios de
consumo. Esto supondria el no utilizar una unica férmula de calculo para los indices de
precios elementales, ajustandose, en cada caso, a los niveles de sustitucion dentro de

cada estrato elemental que manifiestan los consumidores.

La familia de formulas propuesta se caracteriza por mantener una relacion inversa con
los precios, tanto en el periodo actual como en el de referencia, por tener en cuenta la
distribucion de los mismos y por tener un comportamiento, desde el punto de vista

axiomatico, similar al de las formulas que se usan en la actualidad.

Con el esquema de trabajo propuesto y, a pesar de que los datos de precios que se
observan se refieren a los precios que ofertan los establecimientos, todas las fases de
elaboracion del IPC-ICV se ponderan desde la perspectiva del consumidor,
obteniéndose una medida més cercana al verdadero cambio en el coste de la vida de los

consumidores.
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Resumen

Considerando un mercado en el que participan un nimero finito de empresas, sin barreras de entrada y
salida, aunque la permanencia en el mercado requiera el pago de sobornos como consecuencia de
procesos de corrupcion, se determina la evolucion dindmica del tamafio del mercado, si las empresas
siguen un equilibrio de Nash-Cournot, y las cantidades pagadas por sobornos ante tres posibles
actuaciones del gobierno: no se lucha contra la corrupcion, se adoptan medidas moderadas o se adopta
una clara politica para combatirla. El trabajo comprueba, después de analizar el problema de un agente
corrupto representativo, que las cantidades pagadas por cada empresa al agente corrupto podrian
disminuir a medida que el gobierno intensifica su lucha contra la corrupcion.

Palabras clave: Corrupcién, medidas gubernamentales, cuantias de soborno.

Abstract

This paper considers a model about a market, without barriers of entry and exit, in which a finite number
of firms take part. Nevertheless, as consequence of public corruption activities, the permanence in the
market of any firm implies a bribe payment. If the firms follow a Nash-Cournot equilibrium, the paper
determines the evolution dynamics of the size market and the bribe payments under three possible
performances of the government. Firstly, it is assumed that the government does not combat the
corruption; secondly, the government adopts a moderate policy for combating it and, finally, the
government adopts a clear policy of fight against it. After of analysing the problem associated to a
representative corrupt agent, the paper checks as the bribe payment of each firm could diminish if the
government steps up the fight against the corruption.

Key words: Corruption, government policies, bribe payment.



1. Introduccion

En las Gltimas décadas, el problema de la corrupcién ha llegado a ser uno de los temas
méas ampliamente debatido en los foros politicos, sociales y econémicos como
consecuencia de su incidencia negativa sobre diversos aspectos entre los que pueden
citarse: el entorno, los derechos humanos, las instituciones democréticas, el desarrollo
econémico, la pobreza, las libertades o la justicia.  Distintas organizaciones
internacionales como el Banco Mundial, el Fondo Monetario Internacional, las
Naciones Unidas o la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico,
han desarrollado y puesto en practica numerosas estrategias para luchar contra ella. No
obstante, la corrupcién es persistente y omnipresente en todo el mundo. En mayor o
menor medida, afecta a todas las sociedades independientemente de su estado de

desarrollo y del tipo de régimen politico-econémico dominante en ella.

Aunque la corrupcion es claramente clandestina y, por tanto, dificil de cuantificar, su
incidencia y grado de penetracién en ciertos paises puede ser comprobada utilizando
datos de corrupcion publicados por diferentes organizaciones. Por ejemplo, Political
Risk Services Inc.!, es una empresa privada que anualmente publica el International
Country Risk Guide en el que se analiza el grado de corrupcion en ciertos paises y esta
construido teniendo en cuenta los resultados de encuestas realizadas a inversores
extranjeros en aquellos paises; Transparencia Internacional® publica el indice de
corrupcion percibido, el primero fue publicado en 1995, y se construye sobre la opinién
de expertos e inversores en el pais correspondiente. Este indice abarca mas de 150
paises en el periodo 2004-2006. El IMD? es otro indice de corrupcién publicado por el
Institute for Management Development in the World Competitiveness Yearbook y esta

basado en investigaciones de expertos abarcando a mas de 50 paises.

El significado de corrupcién puede ser distinto entre un pais y otro debido a diferencias
culturales, legales e incluso, religiosas. No obstante, para normalizar el concepto
Transparencia Internacional define corrupcion como el abuso de una posicién publica
para una ganancia privada. Alguna razén por la que la corrupcion esta presente en todas

las sociedades es aportada por Blackburn et al. (2006) al afirmar que la corrupcion

L www.prsgroup.com
2 www.transparencia.org.es
$ www.imd.ch



publica es un aspecto inevitable en las sociedades como consecuencia de las
transferencias de responsabilidades del gobierno a los burdcratas. Pope (2000) afirma
que la corrupcion puede tener lugar donde exista una clara combinacion de oportunidad
e inclinacion; la corrupcion puede ser iniciada desde una cualquiera de dos posibles
posiciones: un soborno es ofrecido a un funcionario o el funcionario requiere un pago
ilicito. Los que ofrecen sobornos lo hacen con objeto de conseguir alguna cosa que de
otro modo seria dificil de obtener, o que para conseguirlo seria necesario saltarse las
reglas establecidas o también, sobornan pensando que no podrian alcanzar sus objetivos
a no ser que induzcan a ello a un funcionario publico. Los funcionarios, por su parte,
podrian rehusar servir a sus clientes a menos que se ofrezca una compensacion por un

trabajo que entra dentro de sus obligaciones.

En este ultimo caso, seria posible diferenciar entre un pequefio soborno y la gran
corrupcién llevada a cabo por altos funcionarios publicos que son sobornados con
grandes cantidades monetarias que se ocultan en paraisos fiscales. Mauro (1997), quiza
el autor mas ampliamente citado en las investigaciones cientificas que abordan el
problema de la corrupcidn, en su andlisis sobre las causas y las consecuencias de la
corrupcién, justifica, en parte, los pequefios sobornos a los funcionarios publicos, es
aquello que él denomina corrupcion de baja intensidad, para que determinados procesos

administrativos legales no se dilaten innecesariamente.

El trabajo de Ades et al. (1999) sefiala que dependiendo de la actividad desarrollada por
los profesionales éstos proponen distintas medidas para luchar contra la corrupcion. Los
legisladores consideran que uno de los caminos a seguir para luchar contra la corrupcion
es la reforma de los sistemas legales asi como el incremento de las penalizaciones a los
corruptos; los inversores estarian de acuerdo en que el problema de la corrupcién
publica se encuentra muy ligado a los salarios de los funcionarios, de modo que el
mantenimiento de los salarios de los burdcratas iguales a los salarios del sector privado,
bajo semejantes responsabilidades, deberia ser considerado por los gobiernos como una
politica adecuada para luchar contra la corrupcion. Por dltimo, los economistas
propondrian medidas encaminadas a promover y fomentar la competencia, asegurando
que un sistema claramente competitivo no podria convivir con el pago de sobornos. No
obstante, los resultados tedricos sobre los efectos de la competencia en la corrupcién

son ambiguos. Bliss et al. (1997) comprueban que paises que progresivamente han ido



incrementando su nivel de competencia, han experimentado, en ocasiones, un paulatino
recrudecimiento de la corrupcion. Estos autores sugieren que la competencia es méas un
instrumento para controlar la corrupcion, que para provocar una efectiva reduccion de la

misma.

El objetivo de este trabajo, es realizar un desarrollo tedrico para comprobar como
politicas activas de persecucion de la corrupcion provocarian una disminucion de su
intensidad. Para alcanzar este objetivo, se construye un modelo sobre un mercado de
libre entrada y salida, en el que participan un numero finito de empresas aunque
potencialmente podrian participar un numero suficientemente amplio de productores. Se
supone que las empresas del mercado compiten en cantidades de produccién y no en
precio, siendo la produccion total del mercado la determinada por ese factor. La
permanencia en el mercado de cada empresa supondra el abono de una cantidad a
ciertos burdcratas corruptos cuya cuantia serd determinada en funcion del grado de

persecucion del gobierno contra la corrupcion y de los beneficios de las empresas.

En una primera etapa se supone que no se lucha contra la corrupcion, posteriormente se
considera que el gobierno si adopta alguna medida para combatirla, entonces el
burdcrata corrupto tendrd alguna posibilidad de ser capturado. En este caso,
considerando un programa no lineal con restricciones en desigualdad y cuya funcién
objetivo es la ganancia esperada del funcionario corrupto, se determina bajo que
condiciones todas las empresas del mercado pagaran sobornos y la cuantia del pago del
soborno de cada una de ellas. En una tercera etapa, el modelo supondré que el gobierno
endurece las medidas para luchar contra la corrupcion provocando que el corrupto tenga
mas posibilidades de ser capturado. En este ultimo caso, el problema asociado al
corrupto proporciona una solucion 6ptima cuyo pago de soborno nunca supera al pago
de soborno de las dos situaciones previas.

Algunos aspectos de la formulacion del modelo que presentamos fueron previamente
estudiados por Emerson (2006); no obstante, existen claras diferencias respecto al
enfoque y tratamiento dado a los modelos. En nuestra aproximacién se determina la
evolucidon del tamafio de mercado desde la evolucién de los precios, presentando uno de
los estados de equilibrio dinamicos del tamafio del mercado las mismas caracteristicas

de estabilidad que el precio de equilibrio dindmico. En nuestro enfoque, es el mercado



el que determina su tamafio de acuerdo con la oferta y demanda de sus productos y las
cuantias del soborno se adaptan a los beneficios que tienen las empresas del mercado.
Emerson, por su parte, considera que el pago por soborno de cada empresa limita el
nimero de empresas en el mercado. Esta diferencia se debe a que en nuestra
aproximacion, siempre se considera un problema para el corrupto cuya formulacion
garantiza la existencia de solucion éptima como consecuencia de la introduccién de una
restriccion que tiene en cuenta los beneficios de cada empresa, ya que si el corrupto

solicita una cantidad superior, la empresa optaria por abandonar el mercado.

El trabajo estd dividido en secciones. En la segunda se enumeran las hip6tesis de
comportamiento de los productores y se obtiene la ecuacion en diferencias que guia la
evolucion del tamafio del mercado. En la tercera, se determina el pago de soborno de
cada empresa dependiendo de las medidas adoptadas por el gobierno en la lucha contra
la corrupcion. En esta seccidn se proponen y resuelven distintos ejemplos para mostrar

el alcance de los resultados obtenidos. El trabajo termina con unas conclusiones.
2. Caracteristicas generales del modelo

Consideremos un mercado en el que participan un numero finito de productores de
bienes o servicios idénticos o en el caso de ser diferentes, se supone son fuertemente
sustitutivos. En el mercado podrian participar potencialmente un namero ilimitado de
empresas, aunque todas las empresas que en él participan se ven obligadas a pagar a una

determinada cantidad a ciertos burdcratas corruptos.

Supondremos que ninguno de los productores tiene capacidad para determinar el precio
de su produccién y todos ellos conocen las funciones de oferta y demanda idénticas para

sus productos.

Dividamos el horizonte temporal en intervalos de la misma amplitud, meses, trimestres,

semestres, afios, etc.

Si la demanda de los productos en cualquier intervalo (t —1,t] puede expresarse como
una funcion lineal del precio D(t) =a—bp(t), siendo ayb pardmetros positivos y la
oferta también puede ser expresada como una funcion lineal del precio, pero del periodo

anterior, S(t) =s+dp(t—1), siendosyd positivos con a > s, tendremos que cuando el



mercado esté en equilibrio, oferta igual a demanda, el precio de equilibrio verificara la

ecuacion en diferencias lineal de primer orden:

a-s d
p(t) 5 b pt-1),

que admite un Gnico estado de equilibrio dinamico p~ = ﬁ positivo, ya que a precios
+

nulos la funcion de demanda supera a la funcién de oferta.

Como la pendiente de la ecuacion en diferencias que siguen los precios, en valor
absoluto, coincide con el cociente de la pendiente de la funcién de demanda y de la
funcion de oferta, dependiendo de si ese cociente es menor, igual 0 mayor a la unidad,
el estado de equilibrio es asintéticamente estable (b>d ), estable (b=d) o inestable
(d >b). Por tanto, de acuerdo con la relacion entre los pardmetros b y d, la evolucion
de los precios de equilibrio del mercado hacia el estado de equilibrio dindmico, que
también es un precio de equilibrio de mercado, sigue tres comportamientos diferentes

como muestra el grafico 1.

p(t) pt) [\ S(t) p(t)

. Dit)
D(t) st /
<

p(t-1) p(t-1) p(t-1)

Gréfico 1: Evolucion de los precios

Para comprobar de manera intuitiva la evolucién de los precios de equilibrio que
muestra el grafico 1, rescribimos la ecuacion en diferencias que siguen los precios de

equilibrio en funcién del precio de equilibrio dinamico

PO P = (p" - p(t-1).



Por tanto, cuando el estado de equilibrio dindmico es asintdticamente estable®,
independientemente del precio de equilibrio del mercado en el momento inicial, los
precios de equilibrios convergen hacia el precio de equilibrio dindAmico tomando valores
superiores e inferiores al del precio de equilibrio dinamico; si el estado de equilibrio es
estable, los precios oscilaran alrededor del estado de equilibrio dindmico repitiéndose el
precio inicial cada dos periodos, mientras que si el estado de equilibrio es inestable, los
precios de equilibrio de mercado se alejan del precio de equilibrio dindmico adoptando

posiciones cada vez mas alejadas del precio dindmico.

En cada intervalo (t—1t] en el que se divide el horizonte temporal del modelo, el
precio de la produccidn puede obtenerse considerando la funcién inversa de la funcion

a-D()
b

de demanda p(t) = y cada empresa que participa en el mercado, conociendo ese

precio, determina su produccién en el horizonte temporal del modelo tratando de
maximizar los resultados en cada intervalo {r,(t)}’,, donde el resultado de cada
empresa se expresa

N(t)
a- Y Xi(t)

i (1) = X; () p(t) —cX; () - B(t) = Xi(t)i+_cxi(t)_ B(),

siendo, ¢ >0 el coste unitario de produccién, supuesto constante e idéntico para todas

las empresas, X;(t) la produccion de la empresa i en el intervalo, N(t) el nimero de
empresas que participan en el mercado en el intervalo y B(t) el pago de cada empresa
en el intervalo a los burdcratas corruptos.

Si las empresas del mercado determinan su produccion, en cada intervalo, siguiendo un
equilibrio de Nash no cooperativo, donde el pago es su funcién de beneficios, las curvas

de reaccion de cada empresa permiten afirmar que la produccion de cada empresa es

idéntica y verifica

X, () =b[pt)-c] i=12,..,N(),

* En particular, cuando el estado de equilibrio es asint6ticamente estable la trayectoria que siguen los precios en su

tendencia hacia el estado de equilibrio dinamico es conocida como el proceso de formacion de la tela de arafia.



donde sustituyendo el precio en funcién de la demanda y operando se encuentra que la

produccion de cada empresa satisface la relacion

a-cb .
Xi(t):m, |:1, 2,,N(t),

positiva si a > cb, condicion que sera impuesta de ahora en adelante.

La produccion de cada empresa, por tanto, es independiente del pago realizado a los
corruptos y coincide con el obtenido en el modelo del oligopolio de Cournot que
establece la disminucién progresiva de la produccion de cada empresa cuando aumenta
el tamafio del mercado, siendo la produccion méxima la del monopolio, que también
provoca el mayor precio. Por el contrario cuando el tamafio del mercado es

suficientemente grande, los beneficios de las empresas tienden hacia cero.

Conociendo la produccion de cada empresa, obtenemos la produccion de todas las

empresas que participan en el mercado durante el intervalo

w N()

Zx(t) (a-ch) =7 N(t)—D(t),

luego el porcentaje de participacién de cada empresa en la produccion del mercado en

cualquier intervalo es:
X, 1
0 CON(t
Y@ O
i=1

que es inversamente proporcional al tamarfio del mercado en ese intervalo.

Como el precio puede ser determinado en funcion de la funcion inversa de la funcién de
demanda, conociendo la expresion de la funcion de demanda, determinamos el precio en

funcién del tamafio del mercado

a_a-—cbhb N(t)

Pt = b 1+N()

positivo y funcidn decreciente del nimero de empresas y creciente respecto al coste

unitario de produccion.



2.1 La evolucién del tamafo del mercado

Como en cada intervalo, el equilibrio del mercado requiere que la oferta sea igual a la
demanda, sustituyendo la Gltima expresion encontrada en la ecuacién en diferencias que
verifican los precios de equilibrio, obtendremos que el nimero de empresas satisface

una ecuacion en diferencias, no lineal,

NE+D) _ da_d@-cb) N@

(a-ch) ———= ,
1+ N(t+1) b b 1+ N(t)

que alternativamente puede expresarse

s+%+(s+dc)N(t)
N(t+1)= D = f(N()),
a—cb—s—FJr(a—s—c(b+d))N(t)

que nos indica que el tamafio del mercado podria estar indeterminado si en un intervalo

da
cb+s+—-a

N(t):a—s-c(md)'

Por el contrario, si en ningun intervalo, el tamafio del mercado toma el valor expresado
previamente, la ecuacion en diferencias no lineal para el tamafio del mercado determina

que el nimero de empresas admite dos estados de equilibrio dindmicos N.=-1 , que

carece de significado y

. (sb+da)
" b(a-s—c(b+d))

a—-§S a
<_

b+d b’

positivo si el coste unitario de produccion verifica 0<c <

Observamos que la cuantia que determina el estado de equilibrio dindmico N”crece si
crece el coste unitario de produccién, la oferta a precio nulo o el pardmetro d. Decrece
con la demanda a precio nulo y su variacion no esta totalmente definida si varia el

parametro b.

Como ‘f'(N*)‘ :% , el estado de equilibrio dindmico es asintéticamente estable si d <b,

estable si d=b e inestable si b<d. Por tanto, las caracteristicas de estabilidad



asociadas al estado de equilibrio dinamico N coinciden con las obtenidas para el precio

de equilibrio p”.

El grafico 2, muestra los dos estados de equilibrio que presenta la ecuacion en

diferencias N(t+1) = f(N(t))y la asintota de la funcién f .

A

f(N(1)) N(t)=N(t+1)

N+ N(t)

Gréfico 2: Estados de equilibrio para el tamafio del mercado

— a
Observemos que la condicion 0<c < .
+

; =p” que garantiza la existencia del estado de

equilibrio dindmico N”siempre se verifica, ya que desde los resultados alcanzados
tenemos que los beneficios de cada empresa, eliminando el pago de soborno, alcanzan

el valor

2
(p(t) —c)X;(t)=(p(t) —c) 1i_NC(tt)) Z%(li_NCg)J 70

y como la evolucion de los precios puede expresarse en funciéon de su precio de
equilibrio, p(t)-p” =%(p* — p(t —1)), para cualquier intervalo tenemos que si c=p”,y

si el beneficio de cada empresa, eliminado el pago de soborno, (p(t)—c)X,(t) es
positivo en un intervalo, en el siguiente es negativo, que no es posible; tampoco puede
ser c>p’, yaque entonces (p(t)— p )X, (t) > (p(t)—c)X,(t)>0= p(t)> p", en cualquier

intervalo que no es cierto.
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3. Andlisis de la actuacion del gobierno

En un mercado sin barreras de entrada ni de salida, donde se llevan a cabo idénticas
producciones o producciones fuertemente sustitutivas, los resultados de las empresas
deben tender a anularse en el largo plazo, ya que si una empresa presenta resultados
positivos cualquier otro potencial competidor podria estar dispuesto a entrar en el
mercado para producir un bien sustitutivo de aquel que produce la empresa con
resultados positivos. En ese caso, podria ocurrir que se modificase la demanda del
producto de la empresa con resultados positivos y, como consecuencia, la empresa

podria verse obligada a abandonar el mercado.

Los resultados de las empresas en cada intervalo constituyen, por tanto, un elemento
para decidir la permanencia o no en el mercado de las empresas, luego condicionaran la
cuantia del soborno, ya que cualquier empresa abandonaria el mercado si sus resultados
son negativos. Distinguimos tres casos para determinar la cuantia del pago a los
corruptos dependiendo de que el gobierno no actie contra la corrupcion, el caso de que
la corrupcion sea perseguida y un régimen que podria denominarse mas democrético,

donde la actuacion contra la corrupcion es mas intensiva.
3.1 El gobierno no lucha contra la corrupcion

El pago de soborno de cada empresa, en el caso de que se permita actuar libremente a
los corruptos, puede obtenerse en cada intervalo (t—l,t] como aquel que anule sus
resultados®, ya que sera la cantidad maxima que puede asumir cada empresa para no
tener que abandonar el mercado, pues si los corruptos requieren una cantidad superior,
la empresa optaria por abandonar el mercado en vez de pagar el soborno y tampoco los
corruptos requeriran una cantidad inferior al no temer ningun tipo de represalia por

solicitarla.

Teniendo en cuenta los desarrollos de la seccién anterior, encontramos

2
7, (t)=0= B(t):%(ﬁ}

> Peretto considera esta misma opcion para determinar los gastos en investigacion y desarrollo de las
empresas de un mercado sin barreras de entrada y salida.
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que es una funcién decreciente del nimero de empresas en el mercado y del coste
unitario de produccion, luego si el tamafio de mercado o el coste unitario aumentan, el

pago de soborno de cada empresa disminuye; en particular, si el tamafio del mercado

o a i
crece o el coste de produccion tiende a b’ el pago de soborno tiende a cero.

Desde un punto de vista dinamico, la expresion anterior muestra que la evolucion de la
cuantia del pago por soborno se adapta a la evolucion del tamafio del mercado y si el
estado de equilibrio del nimero de empresas es asintticamente estable, el pago de

soborno tendera hacia un valor estacionario

* 1 a—Cb ? *
B"'== — | =b(p” -c)?,
b(1+ N j (p )
A . sb+da
y la renta alcanzada por los corruptos sera N B = (p _C)ﬁ'
+

Si el estado de equilibrio dinamico del nimero de empresas es estable, los corruptos
solo obtendrian dos posibles pagos de sobornos, mientras que la evolucién de los pagos
por soborno se iria alejando progresivamente de B si el estado de equilibrio dindmico

del nimero de empresas es inestable.
3.2 El gobierno lucha contra la corrupcion

Si se adopta una clara politica de lucha contra la corrupcion, habra tareas de vigilancia
por parte del gobierno para impedir el cobro de sobornos y los corruptos tendran una
cierta probabilidad de ser capturados por esa actividad lo que supondra para ellos, al
menos, la pérdida de las cantidades sobornadas.

Supongamos que los corruptos, si hay varios, actuan conjuntamente tomando las
mismas decisiones ante cualquier situacién, por lo que podemos considerar que s6lo
actGa un corrupto. Consideremos, ademas, que la probabilidad de que el corrupto sea
capturado depende de la intensidad y frecuencia del cobro de sobornos, luego esta
probabilidad sera funcion del tamafio del mercado y de la cantidad sobornada a cada

empresa. Denotemos por 1-®(B(t), r(t)N(t)) la probabilidad de que el corrupto sea
capturado en sus actividades de soborno durante el intervalo (t —1,t], donde B(t) es la

cantidad que se soborna a cada empresa supuesta idéntica para cada empresa sobornada,

12



r(t), con 0<r(t)<1, es el porcentaje de productores que pagan soborno en el intervalo

y N(t) el tamafio del mercado.

Sea @ de clase C",r >1, y que mientras no halla lugar a confusién la dependencia

respecto al tiempo de las variables sera eliminada en la notacién. La funcion de
probabilidad @ verificara condiciones adicionales al tener en cuenta que si no se
soborna a ninguna empresa o el corrupto no recibe ninguna cantidad, la probabilidad de

ser capturado es nula, luego ®(B,rN)=1 si Br=0. También es realista suponer que, la

probabilidad de que el corrupto sea capturado crece si la cantidad sobornada a cada

empresa crece, luego @', (B,rN)<0 y si el porcentaje de empresas sobornadas crece,
también crece la probabilidad de capturar al corrupto, luego @', (B,rN)<0. Asimismo,
por ser una funcion de probabilidad, 0 <®(B,r N) <1, para cualquier B>0 y para

todo r(04].

Supondremos que si el corrupto es capturado, el gobierno rescata el soborno y él no
recibe nada; mientras que, en el caso de no ser capturado recibe el pago del soborno,
luego su ganancia esperada en la actividad de sobornar en cada intervalo y para todo el
mercado es ®(B,rN)Br N .

Si el corrupto desea determinar la cantidad a sobornar a cada empresa y el porcentaje
de empresas a sobornar en cualquier intervalo de modo que su ganancia esperada sea

méaxima, ha de resolver el problema no lineal con restricciones en desigualdad siguiente:

max ®(B,rN)Br N, s.a: 0< BSEM, 0<r<y,

B, b (1+N)?
donde la primera restriccion indica que el pago de soborno de cada empresa sera nulo o
positivo. En este ltimo caso, la cuantia de soborno sera a lo sumo una cantidad que
proporcione unos resultados nulos a cada empresa, ya que, en caso contrario, como ya
ha sido mencionado las empresas abandonarian el mercado como consecuencia de
obtener resultados negativos. La segunda restriccion del problema indica que el
porcentaje de empresas sobornadas serd nulo o positivo, y en este ultimo caso, no podra

superar a la unidad.
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El problema no lineal formulado para el corrupto admite solucion optima global al
verificarse el teorema de Weierstrass y correspondera a una solucion factible interior o
bien pertenecerd a la frontera del conjunto de soluciones posibles. Considerando la

funcion lagrangiana

B 1(a-ch)’
L(B,r,A, 1) =®(B,rN)Br N +i|:b 0 N)Z

—B}ry[l—r],

donde 4 y u son multiplicadores de Lagrange, las condiciones de primer orden de
Kuhn-Tucker, determinan que el maximo global verificaré:
Le(B,r, A, ) =@, (B,rN)Br N +®(B,rN)r N -1 <0, BL;(B,r,4,1)=0, B>0,

L/ (B,r,A,u)=®",(B,rN)Br N?+®(B,rN)B N — £ <0, rL;(B,r,4,1)=0, r>0,

;{EM_B}zol BSEM, A>0,
b (1+N)? b (1+N)?

ufl-r]=0, r<1, u>0.
Como para aquellas soluciones factibles que incluyan B=0 o r=0, el valor de la

funcidn objetivo se anula, ninguna solucion posible que tenga al menos una componente

nula puede corresponder a un maximo del problema, luego la solucién 6ptima verificara
B>0=®';(B,rN)Br N+®(B,rN)r N = 4,
r>0=a®",(B,rN)Br N> +®(B,rN)BN = .

Como los multiplicadores de Lagrange pueden ser positivos o nulos, tenemos las

siguientes posibilidades respecto a la solucién 6ptima (B, NT)del problema en cada

intervalo de tiempo:

o 2 -

1. 1=0,u=0=>B=- CD(B_’NQ gi(a_Cb)z ,Nr:—Ms :
o', (B,NF) b (L+N) o', (B,NF)
— 2 R r R r

2. 150,u=0=B-1@=D QBN Gy ©EBND
b L+N)? @' (B,NF) o', (B,NF)

®(B,N) <1(a—cb)2 - ®(B,N)

3. 2=0,4>0=>F=1, B=-——"21"_< -, ——
@', (B,N) b (1+N) @', (B,N)

(a—ch)? - ®(B,N) N < ®(B,N)
1+ N)? @', (B,N)’ @', (B,N)’

4., A>0,u>0=>r1=1, §:%
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La siguiente proposicion establece una condicion suficiente que garantiza que no es
optimo imponer sobornos so6lo a una parte del mercado. Esta posible solucion optima se
elimina del problema del corrupto al considerar que el modelo propuesto no aprecia
caracteristicas especificas en alguna de las empresas participantes del mercado que
permita distinguirla de las deméas. Entonces, el considerar que unas empresas pagan un
soborno y las demas no, no tendria cabida dentro del contexto en el que esta planteado

el modelo.

Para eliminar esta posible solucion 6ptima observamos, desde las condiciones de primer
orden, que si fuera Optimo imponer sobornos s6lo a una parte del mercado, el
multiplicador asociado al tamafio del mercado en el problema del corrupto seria nulo y
la fraccion del mercado pagando los sobornos vendria determinada por medio de un
punto critico de la funcidn objetivo considerada exclusivamente como una funcion de la
variable r. Por tanto, si la funcién objetivo del problema carece de puntos criticos
respecto a la proporcion r, no es Optimo imponer sobornos solo a una parte del

mercado. Basandonos en este razonamiento, se enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion 1 Si para cualquier cuantia de soborno y tamafio de mercado, la funcién
objetivo del problema

_ 2
max ®(B,rN)Br N, s.a: Ongiw, 0<r<i,
B.r b 1+N)

es estrictamente creciente en re(01), r=1 forma parte de las componentes de la

solucién optima del problema.

También si la funcién objetivo del problema, considerada como una funcién de la
variable r, es cuasiconvexa® en (0], F=1 forma parte de las componentes de la

solucién optima del problema, ya que un méximo global de una funcién cuasiconvexa

no constante se encuentra en la frontera del conjunto convexo de soluciones posibles.

Si se soborna a todo el mercado, las condiciones necesarias de primer orden para el
problema del corrupto determinan que la solucion éptima respecto a la cuantia 6ptima

del soborno para cada tamafio del mercado N, corresponde a la solucion factible

Una funcién f :C = R" — R, siendo C convexo y no vacio, es cuasiconvexa si verifica
f(a % +(1-a)%,) <max{f (%), f(X,)} paratodo x;,x, eCy a<(01).
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B= —%, que puede ser interior o frontera del conjunto factible, pero siempre
B 1

perteneciendo a la curva de nivel cero de la funcion g definida por la expresion

1(a-ch)®
b (1+N)

curva de nivel positivo de g. Observemos que este ultimo valor coincide con el pago

g(B) = ®(B,N)+Bd'y (B,N) o al punto fronteraB = ————=-, perteneciente a una

por soborno efectuado por las empresas cuando no se toma ninguna medida para luchar

contra la corrupcion.

La siguiente proposicion determina condiciones suficientes de Optimo para las cuantias

de soborno.
Proposicion 2: Si dado un tamafio de mercado N, la funcién objetivo del problema

1 (a—ch)?

max ®(B,N)BN, s.a:0<B<— >
B b 1+N)

es pseudoconcava’ y verifica

—M: §sl(a Cb) , entonces B es la cuantia de soborno 6ptima.
@', (B,N) b 1+
—_— 2 — —
2. B_zlw<min Be(O,B):B:—M , entonces B es la cuantia
b (1+N) ®'; (B,N)

de soborno 6ptima.

Para comprobar la proposicion, observemos para el primer apartado que B es maximo
global del programa irrestricto, max ®(B, N)B N, por ser un punto critico de la funcién
objetivo que es una funcidon pseudocéncava. Entonces, también es maximo global del
programa del agente corrupto al ser solucion factible de ese problema. Con respecto al

segundo apartado, si la solucion factible en la frontera B no es maximo global del

programa del agente corrupto, que admite solucidn optima por verificarse el teorema de

Weierstrass, otra solucion factible B, = B sera la solucion optima. En este caso, el

” Una funcion diferenciable f : C = R" — R, siendo C abierto y no vacio, es pseudocéncava si

verifica f(X,) < f(X,)= (X, —%,)'Vf (X,) >0 paratodo x;,x, €C.
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maximo global B, verificara las condiciones de Kuhn-Tucker, luego sera un punto

critico de la funcidn objetivo en contra de la hip6tesis que mantiene este apartado.

En el siguiente apartado se consideran varios ejemplos que presentan distintas
soluciones 6ptimas de acuerdo con la proposicion 2.

3.2.1 Tipos de soluciones para el problema del corrupto

El problema formulado para el corrupto siempre admite solucién éptima aunque si
corresponde a un punto en la frontera, entonces las actuaciones encaminadas a luchar
contra la corrupcion no provocarian una variacion de las cuantias de soborno respecto al

caso de gque no se tomen medidas. Esta situacion ocurre si la probabilidad de no ser

. . ., . 1
capturado viene determinada por la funcion fraccionada ®(B,N) = 1 BN ya que
+

N 1

CD'B (B, N) =—m:> CD(B, N)+ B(DIB (B, N) :mi

por tanto, la solucién Optima del problema del corrupto, cuya funcion objetivo es
pseudocdncava respecto a la cuantia de soborno y estrictamente creciente respecto a la

=_1(a—ch)’

proporcion del mercado r, es sobornar una cuantia B = b (L N)? como en el caso de
_|_

que el gobierno no tome medidas contra la corrupcion.

Por otro lado, si podemos aplicar el teorema de las funciones implicitas, sobre la curva
de nivel cero de la funcion que se obtiene al derivar la funcion objetivo del problema del
corrupto respecto a la cuantia de soborno, resulta mas sencillo caracterizar la solucion
optima del problema teniendo en cuenta la proposicion 2. En tal situacion, si el tamafio

@(By,N,)

del mercado es N, y existe B, =——
@' (By,N,)

, esto es, el par (B,,N,) pertenece a la

curva de nivel cero de la funcion ®(B,N)+B®'; (B,N), tal que adicionalmente se
verifica la condicion B,®"z; (B, N,) + 2®'; (B;,N,) =0, por el teorema de las funciones
implicitas, existird una unica funcion B = f(N) definida en un entorno B(N,,5) tal que
si N eB(N,,d), tendremos ®(f(N),N)+ f(N)®'; (f(N),N)=0.

Luego si la probabilidad de no ser capturado permite que se verifica el teorema de las

funciones implicitas sobre la curva de nivel cero de la funcion ®(B,N)+Bd'; (B,N) y
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: 1 (a—ch)? . ]

si f(N) S—M, entonces B=f(N) determinara la cuantia de soborno
b (1+N)

correspondiente a la solucion optima para el tamafio de mercado N vy si se verifica la

_ 2
condicién %% < f(N), el problema del corrupto admite como méximo global el

punto frontera del conjunto de soluciones posibles.

Un ejemplo donde existe solucién 6ptima interior para la cuantia de soborno se obtiene
considerando que la probabilidad de no ser capturado estd dada por la funcidn

®(B,N) :;1, que garantiza que la funcion objetivo del problema del agente
1+B*N?2
corrupto es pseudocOncava respecto a la cuantia del soborno y estrictamente creciente
respecto a la proporcion r. Tenemos
1
o N)+Bo, (BN)= BN
(1+B?N2)?

®(B,N) = -

1+ B*N

1
y la ultima expresion se anula para B=N *. Si superponemos las representaciones

gréficas (grafico 3) de esta funcion y la frontera del conjunto de soluciones posibles,

_ 2
B :W' donde para simplificar la notacién k =w, encontramos que si el
_+_

tamario del mercado es inferior o igual a N,, la solucion optima est4 determinada por la
curva de nivel cero de la funcién derivada de la funcién objetivo y, por tanto, en estos
casos las medidas del gobierno provocan la disminucion de las cuantias de los pagos de

soborno. Cuando el tamafio de mercado supere a N, las cuantias de los pagos no se ven

modificadas por las medidas gubernamentales, ya que la solucion éptima se encuentra
en curvas de nivel positivas y en la frontera del conjunto de oportunidades. En
particular, y como consecuencia de los valores proporcionados a los parametros del
modelo para la representacion grafica de la frontera del conjunto de soluciones posibles
qgue aseguran que el estado de equilibrio dindmico del ndmero de empresas es
asintoticamente estable, cuando el mercado tienda hacia ese valor, las cuantias no se ven

modificadas por las politicas gubernamentales contra la corrupcion.
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Grafico 3: Variaciones de las cuantias de soborno
3.3 El gobierno endurece la lucha contra la corrupcion

La intensificacién de las medidas para luchar contra la corrupcion significara que la
probabilidad de que el burdcrata corrupto sea atrapado crece ante el mismo soborno y el
mismo tamarfio del mercado. Por tanto si @®? denota la probabilidad de no ser atrapado
manteniendo un régimen moderado de lucha contra la corrupcion y @' es esa misma

probabilidad pero con medidas adicionales, se verificara
1-®?(B,r N)<1-®*(B,r N)= ®'(B,r N) <®?(B,r N).

En este supuesto, el corrupto puede plantearse el mismo problema que fue analizado en
la seccion anterior pero ahora con la funcion®'. Si mantenemos para las funciones las
hipétesis que fueron consideradas en las proposiciones 2 y 3, el corrupto encontrara la
misma variedad de soluciones 6ptimas. No obstante, en la nueva situacién, la solucion
optima podria implicar un valor inferior de pago de soborno, en el caso de que el éptimo

no se alcance en el contorno.

Suponiendo que no es Optimo sobornar a una parte del mercado, la siguiente
proposicion establece una condicién suficiente para que el pago de soborno sea inferior

cuando la probabilidad de ser capturado aumenta.

19



_ ®'(B'.N)

Proposicion 3  Si para un tamafio de mercado N existen B'=-——— y
®5(B",N)
B?=- ©°(B%N) con®'(B,r N)<®*(B,rN) y ®'g(B*,N)<d?s(B?
i Sl : : y 8(B",N)<®°g(B°,N), entonces
®°s(B°,N)
B' <B’.

Para probar la condicion, observemos que si ®'s(B*, N)<®?s(B?,N), entonces

2 2 2 2 1 2 2 2
-®’s(B*,N) _, _ ®*(B*.N) B ~1 ®°(B%N) _B?
—~®'g (B, N) B>  ®'(BY,N) ®*(BYL,N) B!

y si B?<B!, desde la Gltima relacion tendremos ®?(B?,N)<®'(B*, N). Por ser ®!
decreciente respecto a su variable B, también @!'(B',N)<®*(B?,N) y como
®*(B,N)<®?(B,N) para cualquier pago de soborno, también ®*(B?,N)<®?(B*,N) vV,

por tanto, ®'(B*,N) < ®'(B? N) < ®*(B* N) que contradice el resultado anterior.

Luego, si se verifica la proposicion 3, y la solucion optima del problema del corrupto se
encuentra sobre la curva de nivel cero, la cuantia Optima de soborno disminuye al
aumentar la probabilidad de ser capturado. No obstante, puede ocurrir que para unas
medidas de lucha contra la corrupcidn existan, para el problema del corrupto, soluciones
optimas en la frontera y a medida que se endurece la lucha contra la corrupcion las

soluciones dptimas pasen a ser interiores, como ocurre en el siguiente ejemplo.

Si para cualquier tamafio de mercado y cuantia de soborno, las probabilidades de que el
burdcrata corrupto no sea capturado ante dos politicas diferentes verifican:

O'BN)=— 1 BN,

1 1
1+2B3N2 1+B?N?

la funcion implicita, definida desde la relacion @'(B,N)+B®'s(B,N)=0, es

1
B:%N 4y la curva de nivel cero para la derivada de la funcion B N ®?*(B,N)

1
determina la funcién implicita B=N 4. El grafico 4 muestra las representaciones de

las funciones ®' y®? como funciones de B vy las funciones implicitas anteriores para
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cada funcion de probabilidad junto con funcion que determina la frontera del conjunto

admisible.

B N, N

N, N

Gréfico 4: La lucha contra la corrupcion disminuye la cuantia de soborno

Observamos en el grafico de la derecha que manteniendo una politica contra la
corrupcion representada por la funcion @2, la cuantia de soborno es menor que la que

determina la frontera si el tamafio de mercado es inferior a N, como tambien recogia el

grafico 3; si la politica contra la corrupcion esta representada por la funcion @', la
solucion optima del problema del corrupto determina una cuantia de soborno inferior a
la recogida por @ siempre que el tamafio de mercado sea inferior o igual a N, , a partir
de ese punto la politica de no tomar medidas en la lucha contra la corrupcién
proporciona la menor cuantia de soborno. Observemos también que ahora el estado de
equilibrio dinamico del nimero de empresas pertenece al intervalo [Nl,Nz], que
implica menores pagos de sobornos cuando el tamafio del mercado tienda hacia él si se

adoptan medidas intensivas.
4. Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un modelo para comprobar que la lucha contra la
intensidad de la corrupcion en los mercados de bienes puede ser efectiva si se adoptan
medidas para combatirla. Con este objetivo se han estudiado tres casos que modelizan
tres politicas gubernamentales en la lucha contra la corrupcion. Si la politica es no
combatirla todas las empresas del mercado pagaran una cantidad cuya evolucion

dindmica sigue el comportamiento del tamafio del mercado. Si el gobierno adopta
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alguna medida para combatir la corrupcion, la cuantia de soborno puede disminuir, en
cuyo caso, la cuantia de soborno depende de las medidas publicas adoptadas mas que de
la evolucion dindmica del mercado. Similar situacion ocurre, si se intensifican las
medidas, un régimen mas democratico en palabras de Emerson, donde bajo ciertas
condiciones la cuantia de soborno disminuira respecto a un control méas suave de la

corrupcion.

Como la lucha contra la corrupcion no es una tarea sencilla, las medidas para combatirla
requieren cierto esfuerzo y este hecho es patente en la modelizacion tedrica que
presentamos, expresados a través de los requerimientos para las funciones que recogen

las distintas politicas publicas estudiadas.

El trabajo podria proporcionar nuevas aportaciones si se considera en el mismo
planteamiento que los costes de produccién de las empresas pueden ser distintos. Esta
caracteristica permitiria analizar si ademas de disminuir la intensidad de la corrupcion,

también disminuye su frecuencia.
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Resumen

La proximidad entre distribuciones de tamafios de magnitudes econémicas resultantes de observaciones
realizadas sobre elementos poblacionales puede ser estudiada, tanto desde una perspectiva estatica (semejanzas y
diferencias en un determinado corte temporal) como desde una perspectiva dinamica (convergencia o divergencia a lo
largo del tiempo), a partir del analisis de las proyecciones de dichas distribuciones sobre un espacio factorial euclideo
Optimamente reducido y obtenido mediante técnicas de escalamiento multidimensional (Callealta, 2005 y 2006). Para
ello es esencial partir de una medida de proximidad que refleje adecuadamente las diferencias existentes entre
aquéllas, no existiendo una Unica posibilidad y siendo la eleccion de ésta determinante en la obtencion de los
resultados y para la interpretacion de sus significados. Partiendo de la Diferencia Media de Gini, ampliamente
empleada para el andlisis comparativo de poblaciones desde la dptica de la desigualdad, puede derivarse
razonablemente también una medida de la proximidad entre las distribuciones comparadas. Consecuentemente con la
hipotesis de que la Diferencia Media de Gini incorpora informacion sobre diversos aspectos de las distribuciones
comparadas, este trabajo trata de profundizar sobre el contenido informativo de esta medida y de descomponerla

convenientemente de acuerdo con los distintos aspectos de que informa.

Palabras clave: Diferencia Media de Gini, Desigualdad, Disparidad, Solapamiento, Proximidad.

Abstract

The increasing number of economic surveys is causing a great interest about size distributions of a large
number of economic magnitudes. Analysis of proximity between such kinds of size distributions can be conducted
from both static point of view (i.e. distance analysis) and dynamic point of view (i.e. convergence analysis). In both
cases, multidimensional scaling has shown to be a very useful technique that provides the possibility of projecting
those size distributions into certain points of an optimally reduced Euclidean space, reducing the problem of
comparing size distributions to that of comparing just points. However, correct application of multidimensional
scaling techniques requires computing a dissimilarity matrix according to an adequate proximity measure that reflects
precisely the proximity concept adapted to the problem. Election of such a proximity measure is not a trivial problem
and analysis results could be highly affected by it. A quite adequate proximity measure can be deduced using the
well-known Gini mean difference, when applied to a particular decomposition of compared populations (Callealta,
2005 y 2006). Consequently with the hypothesis of Gini mean difference integrates information not only about
inequality but also about other different aspects of compared distributions, this work deals with decomposition of this

measure and interpretation of its components.

Key words: (max. 6). Gini mean difference, inequality, disparity, proximity, overlapping



1 Introduccion.

El anélisis dindmico del grado de acercamiento o convergencia entre distribuciones de
los tamafios de una cierta magnitud econdmica en diversas poblaciones puede realizarse
con la ayuda de técnicas de escalamiento multidimensional (Callealta, 2005 y 2006).
De esta forma, el analisis se basaria fundamentalmente sobre la forma y evolucion de
las trayectorias temporales visualizadas en un cierto espacio factorial de dimensiones
optimamente reducido, y construidas de acuerdo con la informacion contenida en una

matriz de las proximidades entre aquéllas, previamente calculadas de forma adecuada.

En aquéllos trabajos nos centrabamos sobre el objetivo de medir las disparidades o
diferencias que pueden presentar diferentes distribuciones personales de ingreso, con la
finalidad de emplear tal medida como indicador de convergencia entre éstas. Asi,

proponiamos una nueva medida de disimilaridad que se manifestaba util para ello.

Ahora, consecuentemente con estos planteamientos, en este trabajo nos proponemos
profundizar sobre la relacion existente entre la citada medida de disimilaridad propuesta
y la diferencia media de Gini calculada entre las poblaciones comparadas, pensando que
en ésta se mezclan, presumiblemente, informaciones que tiene que ver no sélo con el
grado de desigualdad relativas a éstas, sino también sobre el grado de proximidad y

sobre el grado de solapamiento existente entre las mismas.

2 Propuestas de descomposicién de las poblaciones comparadas y de una medida

de disimilaridad entre éstas.

2.1 Descomposicion de las poblaciones comparadas

Siguiendo lo expuesto en Callealta (2005 y 2006), supongamos que son X e Y un par de
variables aleatorias independientes y absolutamente continuas con funciones de
densidad respectivas fx(x) y fy(y) definidas sobre R, representativas de los
comportamientos probabilisticos de sendas poblaciones Px y Py, para una magnitud

observada.



Al comparar estas poblaciones, representadas por sus respectivas distribuciones de
probabilidad (densidades de probabilidad), podemos observar que se pueden extraer dos
subpoblaciones disjuntas de cada una de ellas (Px» y Pc de Px; Py« y Pc- de Py) de forma
que dos de ellas (Pc y Pcr) son perfectamente comparables y equiparables por sus
valores, pudiéndose diferenciar claramente de las otras dos subpoblaciones (Pxxy Py=,
una de cada poblacion de partida), perfectamente separadas por estar compuestas por
aquellos elementos de cada poblacién para los que, una vez apartadas las
subpoblaciones Pc y Pc-, no existe ningun elemento mas de la otra poblacion que tome
su mismo valor (subpoblaciones de elementos “diferenciales” o “no equiparables), tal y

como se refleja de forma intuitiva en el gréafico 1.

Gréfico 1

Comparison of Populations Px and Py
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Distinctive of Px ————  Sub-populations
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Comparable of Px and Py

0.00010 7

Distinctive of Py
0.00005

0.00000 ‘1|

Asi,
PX:PX*UPC y PX*(WPC=¢ y PY:PY*UPC' y PY*GPC':¢

siendo las variables C y C’, representantes respectivamente de los comportamientos de

las poblaciones equiparables Pc y Pc-, variables idénticamente distribuidas.



De acuerdo con esta apreciacion, para cualquier par de variables absolutamente
continuas X e Y objetos de comparacion, podemos definir las siguientes variables

auxiliares:

a) Variable C representativa del comportamiento de las subpoblaciones
“equiparables”, Pc y Pc:; 0 subpoblaciones de Px y Py para las que se pueden
encontrar sendas subpoblaciones de la otra poblacion con caracteristicas
(valores de la variable) similares (comportamiento comun para ambas
variables X e Y relacionado con la parte sombreada en el grafico 1), y cuya

funcién de densidad vendria dada por:

Sx (@) .
oM O 0)_J1-p Sx @)= £y (@)
o :{Y(t) vsio fy (@< fx ()
-p

siendo 1-p la proporcion de cada una de las poblaciones de Px y Py que es

equiparable con una misma proporcion de la otra:

1-p=], Sy 0)dy+ | fx (¥)d

N (0)>1y () xSy (x)>Sx (%)

b) Variable X representativa del comportamiento de la subpoblacién
diferenciada para X, Px» = Px - Pc ; 0 subpoblacién de Px complementaria a
la seleccionada como “equiparable” a otra de Py, con caracteristicas
especificas de X y para la que, una vez extraidas las poblaciones
“equiparables”, no es posible encontrar otros elementos de Py equiparables
con los propios (relacionado con la parte izquierda no sombreada en el

gréfico 1). Su funcién de densidad vendria dada por:

&ﬂFQEE&QWAM>AMF
[ EL S R N
- P

0 i fr )< ()



donde ahora p representa la proporcion de la poblacién X que no es
equiparable a ninguna de la Y, y donde I{-} es la funcion indicadora de la

proposicion entre llaves™.

c) Variable Y~ representativa del comportamiento de la Subpoblacién
diferenciada para Y, Py~ = Py - Pc-; 0 subpoblacién de Py complementaria a
la seleccionada como “equiparable” a otra de Px, con caracteristicas
especificas de Y y para la que, una vez extraidas las poblaciones
“equiparables”, no es posible encontrar otros elementos de Px equiparables
con los propios (relacionado con la parte derecha no sombreada en el gréfico

1). Su funcion de densidad vendria dada por:

10 =L 1 09> £ )=
_ W i S 0)> £ ()
0 st fy(V) < fx (D)

donde ahora p representa la proporcion de la poblacién Y que no es

equiparable a ninguna de la X.

Con estas definiciones, la variable original X puede expresarse como una mixtura de las
variables X* y C con pesos p y 1-p respectivamente y, de forma analoga, la variable
original Y puede expresarse como una mixtura de las variables Y*y C’ con pesosp y 1-
p respectivamente. Consecuentemente, pueden expresarse sus funciones de densidad y

de distribucion como sigue:
fx(x)=QA=p)fe(x)+p [y (x) , ) =Q=p)fcOW)+p S (¥)
Fy(x) == p)Fc(x)+ pF,-(x) ; Fy(»)=Q-p)Fc()+pFp-(»)

donde la variable C informa de las caracteristicas de las subpoblaciones Pc y Pc:
seleccionadas como equiparables en ambas poblaciones X e Y, de proporcion 1-p,

mientras que las variables X~ e Y™ informan de las subpoblaciones Px+ y Py« de

S L 1 si A escierto
! La funcién indicadora para una proposicion A vale 1{A}:{ !

0 si A esfalso



proporciones p, especificas, diferenciadas o no equiparables de sendas poblaciones

comparadas X e Y.

Algunas propiedades de estas distribuciones, asociadas a las descomposiciones

poblacionales propuestas, son:
a) La proporcion de poblacion diferenciada es: p = %-fjf)( () - fy )| at

b) Las medias de estas distribuciones auxiliares descomponen las medias de las
distribuciones originales, informando de las contribuciones a éstas de cada
subpoblacion equiparable y especifica, en funcion de sus pesos en las

correspondiente mixturas:

E|X]=pElx" [+ - p)E[C] . E[Y]=pE|r" |+ 0= p)ElC]
Consecuentemente, otras propiedades derivadas son las siguientes:
c) (-p)E[c]=E[x]- pE[X*Jz E[r]- pE[Y*J
d) Elx]-£lr]=plelx |- £]r*)

e) E[x]+E[r]= p(E[X*J+ Ely*D+ 21— p)-E[C]

2.2 La medida de disimilaridad asociada

A partir de esta propuesta de descomposicion de las distribuciones comparadas, en
Callealta (2005 y 2006) se propone, como medida de la disimilaridad entre dos
distribuciones X e Y, la diferencia media de Gini, Ax~y+ , calculado entre las
distribuciones asociadas X" e Y de sus respectivas subpoblaciones diferenciadas, o no
equiparables, segun las definiciones precedentes, ponderada por el producto de las

proporciones que estas representan de las poblaciones originales X e YZ.

2 Obsérvese que la introduccion de la ponderacion responde, en primer lugar, a nuestro interés de hacer
que la medida sea lo mas intuitiva posible (conduce a la evaluacion directa de diferencias entre las
subpoblaciones diferenciadas), a la vez que, en segundo lugar, a introducir en la expresion el efecto de la
magnitud relativa de las poblaciones que son realmente especificas 0 no equiparables (peso de las
proporciones de poblacion no equiparables).



d(X,Y) = pZ-EuY* —X*Hz PEA e =

= [Ty = ) = £y ML 0 > 1y @Sy 0 = e O (0) > fx () dedy

Entre algunas de sus propiedades, destacamos las siguientes:

a)

b)

d(X,Y)=0X=Y cs.

La medida d(X,Y) crece con la diferencia entre X e Y; es decir, crece tanto
con el aumento de la proporcion que representan las subpoblaciones
diferenciadas o no equiparables de X e Y, como con el aumento de la

separacion entre éstas.

La medida d(X,Y) es simétrica: d(x,Y)= pZ-EhX* —Y*H= d(Y,X)
0<d(X,Y)<A, , siendo Axy la diferencia media de Gini entre las
variables X e Y, Axy = E[|X-Y]]

Si X>Yes 0 X <Y cs =d(X,Y)=Ayy =|uy — uyl

esta medida de disimilaridad es invariante ante traslaciones comunes para las
variables comparadas; y se ve afectada proporcionalmente por el factor de

escala ante cambios de escalas comunes para las variables comparadas.

Sin embargo, es de notar que esta medida de disimilaridad, que mide proximidad entre

distribuciones en el sentido planteado, no cumple estrictamente la propiedad triangular;

por lo que no llega a ser estrictamente una medida de distancia (Callealta, 2005 y 2006).

3 Diferencia Media de Gini y mixtura de variables.

3.1 Caso General: descomposicion de las diferencias medias de Gini cuando cada

una de las poblaciones comparadas son mixturas de 2 subpoblaciones.

En este caso, sea X una v.a. con funcion de distribucion

Fy ()= py Fy @)+ pyFy () py20,py 20,py +py =1



y sea Y una v.a. con funcion de distribucion
Fy(6) = pw-Fy () + ps-Fs(t) Py 20,p5 20, py + ps =1
Bajo la hipdtesis de ser X e Y independientes, entonces:

Ayy = E[X -Y|)=
= py -y E[U =W+ py-py E =]+ py-ps EJU - S|)+ py-psE - s||]= 1]
= pu PwDuw + Py PwDyw + Py PsDus + Py-PsAys

Y si X’ es independiente y esta idénticamente distribuida que X tal que:
Fy(t) = py - Fyr () + py-Fr ), py 20,py 20, py, + py =L U'iid U, V'iid V
entonces:

Ay = E[x - x||= p2-E[u -UTl+ 2-py-py-EJU - V||+ p2-E]y - V|- 2]

= PL2/ Ayy +2:pypy-Byy + P; Ayy

3.2 Descomposiciones de las diferencias medias de Gini entre variables X e Y,

como mixturas de las distribuciones X*,Y*y C

Segun la descomposicion de X e Y como mixturas de las subpoblaciones X*,Y*y C se

verifica que:
Fy()=pFp@)+Q-p)Fc@) Fy (1) = p-Fy () + A= p)-Fe (0)
Entonces, aplicando la expresion [1] a este caso particular, obtendremos:
Ay =p*A e +2p(A=p)A o + (L= p)*-Ace [3]
Ayy = p?A e + 2. (L= p)A . + (1= p)*Ace [4]
y aplicando la expresién [2], analogamente obtendremos:
Ayy =p°A e + p-(L= p)A o+ p(L= p)A o+ (L= p)*Ace [5]

Notese que haciendo uso de [3] y [4] podemos escribir finalmente que:



AXY = pZ'AX*y* + p(l_p)[AX*C + Ay*c]-‘_ (1_p)2'ACC [6]
0, equivalentemente:

1
AXY:pZ-AX*Y*+E{AXX—pz-AX*X*+AYY—p2-AY*Y*} [7]

3.3 Descomposicién de la diferencia media de Gini para la Poblacion Agregada

PT = qupy

Si las poblaciones Px y Py tienen pesos respectivos px Y py=1-px en la poblacion
conjunta P+, entonces ésta es una mixtura de las anteriores, y la variable T que rige su

comportamiento posee una funcién de distribucién
Fr(6)=pxFx )+ 10— px)Fy ()
En este caso, aplicando [1], obtenemos:
Arr =Py By +2py (L= py)Ayy + (A= py)*Ayy [8]
y teniendo en cuenta la expresion [6], se deduce que:

App =p5Ayy +(L=py)* Ay + [9]
+2'px'(l—px)-[p2-AX*Y* + A= P)A oo+ A+ - p)*Acc]

0, alternativamente, teniendo en cuenta [7], que:

Arp =pyByy + (L= py) Ay +
1
+ 2pX(1_pX)|:p2AX*Y* +E{AXX _pZ'AX*X* +AYY _pZ'Ay*Y* }:l: [10]

=pxAyy +(L=px)Ay + px'(l_PX)'Pz'[z'AX*y* - {AX*X* A ey }]

Ahora bien, sustituyendo en [10] los valores de Axx Y Ayy dados en [3] y [4], se obtiene

también que:



A =py '(PZ'AX*X* +2pL-p)A o+ (1= p)’Acc )+
s @ p PP Ay + 29U PYA e + U )P e [+ PO pr) PP [2A ey~ {8 e 8, 1=
=(1- P)Z'ACC‘(PX +(1- PX))"‘ PZAX*X* ‘(PX -py (- PX))+ PZAY*Y* ‘((1_ Px)- PX‘(l_PX))"'
+2py PA=P)A oo + 2= py ) A= P)A . + 2Py (L= Py )-PPA oy

de donde:

App == p)* Acc +p5p*A ey + A=) P By + [11]
+ 2po(l_p)AX*C + 2(1_pX)p(l_p)Ay*C + 2'pX'(l_pX)'p2'AX*Y*

4 Interpretacion de las componentes de la diferencia media de Gini:

La expresion [11] nos permite descomponer la diferencia media de Gini de una
poblacion compuesta por dos grupos a partir de las poblaciones auxiliares

“comparables” y “especificas” definidas previamente.

Obsérvese que en dicha formula aparecen las siguientes componentes a las que podemos
dar, en principio, los siguientes significados:

Proporcion de poblacion en el ndcleo de solapamiento (poblacién

comparable)
P=1-p=1-2["]7: )~ fy Ot
e Indicador del nicleo de solapamiento

Iec == p)*Ace =2:1-p)? pe-Gee
e Indicador de integracién X" con el ndcleo del solapamiento
I = (A= D)A - =%{ xx — DA e —(1—p)2-Acc}
e Indicador de integracién Y~ con el nicleo del solapamiento
Iy =p(A=p)A,. = %{Aw —pPA e —(1—p)2-Acc}
e Indicador de la diversidad singular de X (de X)

_ 2. _2,2, .
IX*X* =p AX*X* =2p Uy GX*X*



e Indicador de la diversidad singular de Y (de Y")
]Y*Y* = pZ‘AY*Y* = 2p2‘luy*-Gy*Y*
e Indicador de disimilaridad diferencial entre X e Y

Oyy = pz-AX*Y*

Consecuentemente, de [3], [4], [5] ¥ [11], obtenemos las siguientes descomposiciones

de las respectivas diferencias medias de Gini, en funcion de éstas componentes:

Ay =T + 20 o+ e [12]

Ayy =1 e + 20 o+ e [13]

Ayy =lcc+1po 41y +0yy [14]
Arp = Pl gy + Q= px VA +1ce +2p 5] o +200=py )y +2p 5 (L= py Py [15]

5 Indice de Gini y mixtura de Variables

5.1 Descomposicion de los Indices de Gini relativos a X e Y, como mixtura de las
subpoblaciones X', Y y C.

De [3], para X, obtenemos que:

iy Gy = pPut G oo + pr (1= p)(t e + e )G oo + (1= p)PucGe =
1 1 [16]

:EIX*X* +1X*C +EICC
de [4], para Y,

ty Gy = pPu,Gye + pr(1= p)(uy +puc)Gyep +(1= p)>ucGe =

1 1 [17]
y de [7],
(luX +luY)GXY = pZ.AX*Y* +luXGX _pZ.IuX*.GX* +,Uy'GY _pz./uy*.Gy* = [18]

=lec+1 o+ 1y +0yxy
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5.2 Descomposicion del Indice de Gini para la Poblacion Agregada P = PxUPy
De [8], para T,

pr-Gr = pytiy Gy + (L= px) (i + t1y)Gyy + (L= px)? p1y Gy [19]
y de [10],

111Gy = it Gy +(1= py ity Gy + (1= py Jp* |y = st,G - = -Gy | [20]
Sin embargo, obsérvese que de [10] puede obtenerse la descomposicion:

Ay —AYYpZ-AY*Y*}:
AXX AYY
2 AX*X* 2 AY*Y* 2
=pxAxx|1-A-px)p™ +@A-px)Ay|l-pxp* +2px (L=px) P Ay
AXX AYY

Arr =pxAxy +(L—py)Ayy + Px‘(l—PX)'{ZPZAX*y* _AXXPZ'
[21]

de donde

AN A s
UrGr :PXUUXGX{]-_(]-—PX)PZ' AXX ]‘F(l—l?x)',uyGY[l_Pxpz'Ay—Y]ﬂL [22]

XX Yy
+px(L=px)oxy

en la que podemos ver cierta analogia con la descomposicién que hace Yitzhaki (1994).

Aqui la aproximacion al indice de Gini entre grupos viene representada
proporcionalmente por la medida de la disimilaridad entre poblaciones propuesta, y las
expresiones entre paréntesis parecen informar de un cierto grado de solapamiento,
tomando valores tanto menores cuanto mas se alejan una de otras, si bien no se

encuentran normalizados.

f En Yitzhaki (1994), la férmula referenciada alli como (21) presenta la descomposicién por grupos del
Indice de Gini de la poblacion agregada, como

Gy =2xx 0,6, + P 0,.G, +GB
Hr Hr
siendo GB una aproximacion al indice de Gini entre grupos, y Ox y Oy los indicadores de solapamiento
de X e Y sobre la poblacion agregada, respectivamente.
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6 Conclusiones

En este trabajo se han desarrollado diversas descomposiciones de la Diferencia Media
de Gini y del indice de concentracion de Gini para una poblacion constituida por dos
grupos, de acuerdo con la propuesta realizada para la descomposicion de éstos grupos
constituyentes, con el objetivo de tratar de conectar en dichas descomposiciones de la
diferencia media y del indice de concentracién de Gini los conceptos de desigualdad,
proximidad y solapamiento entre aquéllos. A partir de aqui, los proximos pasos deberan
encaminarse hacia la identificacion de un indice normalizado de solapamiento
compatible con estas descomposiciones, y hacia la aplicaciébn de éstas sobre
distribuciones empiricamente observadas, para evaluar empiricamente su interés

descriptivo, asi como precisar los presumibles significados de sus componentes.
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Resumen

La introduccién de nuevos productos turisticos es una de las opciones del Ministerio de Turismo en Cuba (MINTUR)
para elevar el desarrollo del sector turistico, lo cual incide satisfactoriamente en beneficio del pais. El trabajo que se
presenta pone en practica la aplicacion de las técnicas de decisién multicriterio en el proceso de toma de decisiones
en la Delegacion del Ministerio de Turismo en Pinar del Rio, Cuba, con el objetivo de seleccionar un nuevo producto
turistico que debe ser implementado inicialmente en la provincia para que, su empleo de forma sostenible, genere los
ingresos necesarios que permitan la puesta en marcha de los demas productos propuestos.

Se tienen en consideracion cuatro productos turisticos para su posible implantacion y desarrollo y, para cada uno de
ellos, diversos criterios, que representan indicadores de sostenibilidad, de caracter econémico y ecoldgico, de los
cuales, varios se contraponen. Para la eleccién de la mejor alternativa se utilizan métodos multicriterios discretos.

La informacion sobre la cual se toman las decisiones fue brindada principalmente por la Delegacién del MINTUR en
Pinar del Rio, el Grupo Extrahotelero Palmares y otras organizaciones implicadas.

Palabras clave: Producto Turistico, Métodos Multicriterio.

Abstract

The introduction of new tourist products is one of the options of the Ministry of Tourism in Cuba (MINTUR) to
increase the tourist sector development and to obtain more benefits for the country. This work applies Multicriteria
Decision Making techniques to aid the Tourism Ministry Delegation in Pinar del Rio, Cuba, in the process of decision
making to select a new tourist product in the area. This new product must be implemented so that its use, in a
sustainable way, generates the income needed to implement some other proposed products.

We will consider four new possible products for implementation, each of them being evaluated for several different
criteria measuring sustainability, benefits and ecological aspects. Some of these criteria are in strong conflict, and this
is the main reason to use a Multicriteria Decision Making tool to choose the most suitable alternative.

The information and data used for this work was provided by the MINTUR Delegation of Pinar del Rio, the Grupo
Extrahotelero Palmares and some other organizations implied in the process.

Key words: Tourist Product, Multicriteria Decision Making.



1. Introduccién

A partir de 1990 el turismo se ha presentado como uno de los pilares fundamentales de
la economia cubana. Desde entonces el numero de turistas que visitan la Isla aumenta
cada afo. Ello evidencia la preferencia de Cuba para la industria del ocio. En 1990 se
recibieron 340 mil turistas y, ya en el afio 2005 la cifra de visitantes fue de 2,3 millones,
segun datos de la Oficina Nacional de Estadistica (ONE), situandose en el tercer lugar
entre los receptores de turismo en el Caribe, con el 12% del total de visitas al area
(Organizacion Mundial del Turismo, (OMT), 2006).

Entre los atractivos de la oferta turistica predomina el producto “Sol y Playa”, siendo el
principal motivo de las visitas al pais. Algo similar ocurre en la mayoria de los destinos
del Caribe Insular, motivo por el cual se debe considerar la diversificacion de la oferta
turistica en Cuba, uno de los principales objetivos del Ministerio de Turismo de Cuba
(MINTUR).

Cuba cuenta con un &rea de 109886 km? divididos entre la isla de Cuba, Isla de la
Juventud y los cayos adyacentes, de ellos, 5353 km? son de &reas protegidas: 7 parques
nacionales, 3 reservas ecoldgicas, 7 reservas floristicas manejadas, 12 refugios de fauna,
1 elemento natural destacado’, 2 paisajes naturales protegidos y 3 areas de recursos de
manejo. Entre esta diversidad de areas, 15 cuentan con reconocimiento internacional en
el afo 2005.

La provincia que posee la mayor cantidad de areas protegidas es Pinar del Rio, con una
superficie total de 1540 km? divididos entre el Parque Nacional Vifales, la Sierra del
Rosario y el Parque Nacional Guanahacabibes; ademas es significativo destacar que
dentro de las seis Reservas del la Biosfera que tiene Cuba, dos de ellas se ubican en esta
provincia (Peninsula de Guanahacabibes y La Sierra del Rosario) (Camargo, 2003). Con
estos datos es posible afirmar que la provincia de Pinar del Rio cuenta con muy buenas

condiciones para el aprovechamiento de los recursos naturales con fines turisticos.

1 Es un érea que contiene una 0 més caracteristicas naturales de valor destacado o excepcional, por su
rareza implicita y sus cualidades representativas o estéticas y que puede contener valores historico-
culturales asociados, siendo manejadas con el fin de conservar dichas caracteristicas.



En el afio 2005 por concepto de turismo en Pinar del Rio se ingresaron $ 40271300 y se
empled el 1,93% de la poblacidn econdmicamente activa. Se recibieron 339419
visitantes, lo que significo solo el 14,6% del nimero de visitantes al Pais. Con una
estancia promedio de 1,8 dias (Oficina Territorial de Estadistica, (OTE), 2006), por
debajo de la media nacional en ese afio, que fue de 6,6 dias (ONE 2006). La Tabla 1
muestra la cantidad de turistas, por pais de origen, llegados a Pinar de Rio en el 2005,
entendiendo por turista aquella persona que permanece, por lo menos, una noche en un

medio de alojamiento colectivo o privado en el lugar visitado.

% respecto
Pais Turistas al total
Alemania 26704 21
Reino Unido 22309 11
Francia 21528 20
Holanda 15650 41
Esparia 8733 4,5
Italia 6803 4
Canada 5171 0,8
Bélgica 4818 23
Suiza 4157 19
EE.UU. 3207 9
Dinamarca 2951 32
Mexico 2380 2,7
Austria 1633 10
Brasil 536 3
Otros 34229 6
Total 160809 6,93

Fuente: Elaboracion propia a partir de ONE y OTE
Tabla 1: Turistas llegados a Pinar del Rio en el afio 2005.
Los principales turistas que acuden a Pinar del Rio son los que provienen de Alemania,
Reino Unido, Francia, Holanda y Espafia, los tres primeros con cifras por encima de los
20000. Con respecto al total de turistas emitidos por cada pais, el 41% de los holandeses
gue vienen a Cuba, visitan Pinar del Rio, de los provenientes de Dinamarca lo hace el
32% y mas del 20% de los que viajan desde Bélgica, Alemania y Francia seleccionan a

Pinar del Rio como destino principal.



Més del 50% de las visitas a Pinar del Rio son realizadas en el dia (OTE, 2006), pues
son ofrecidas como parte del paquete de productos. Es esta la causa del bajo indice de
pernoctaciones que existe actualmente en el territorio, lo que trae consigo que los

ingresos por concepto de turismo no sean los mejores.

La Delegacién del Ministerio de Turismo (MINTUR) en Pinar del Rio tiene como
principal objetivo amentar los ingresos generados por la actividad turistica y para ello,
se ha propuesto elevar la estancia promedio de los visitantes a la provincia, variable esta
que es de gran interés tanto politico como social, en los destinos turisticos (Palmer, et
al., 2006). Para alcanzar este propdsito se esta analizando la elaboracion de nuevos
productos turisticos, que contribuyan a diversificar la oferta en la zona, otro de los
objetivos del MINTUR. El disefio, elaboracion y puesta en marcha de los nuevos
productos correrd a cargo del “Grupo Empresarial Extrahotelero Sucursal Palmares,
Pinar del Rio”, perteneciente a la Delegacion del MINTUR.

A continuacion se mencionan los 4 nuevos productos turisticos que se pretenden poner
en marcha y el municipio pinarefio en que tendra lugar, cada uno orientado a distintos
segmentos de mercado dentro del turismo. Esta informacion fue ofrecida por los

especialistas de campo del Grupo Palmares.

v Centro de Buceo en Cayo Jutias. Minas de Matahambre.

v Pesca recreativa de Black Bass. Complejo Cuyaguateje, Guane y Sandino.
v Excursion a Cayo San Felipe. La Coloma, Pinar del Rio.

v Sendero de observacion de Aves. Finca San Vicente, Vifales.

Actualmente la empresa no cuenta con el capital suficiente para desarrollarlos todos de
forma conjunta, por lo cual se precisa seleccionar uno que serd puesto en marcha
inicialmente y, manteniendo su desarrollo y utilizacion de forma sostenible, lograr la
generacion de los ingresos necesarios para la implementacion de los restantes productos.
Por consiguiente, el objetivo de este trabajo es la seleccién del producto turistico
(alternativa) a desarrollar de forma inicial, para lo cual se tendrdn en cuenta varios
criterios, principalmente de corte econdmico y ecoldgico, que son de interés para el

centro decisor, en este caso, el Grupo Extrahotelero Palmares.



Los criterios que se tendran en cuenta en el problema son criterios de medida de
indicadores de sostenibilidad (Hardi & Barg, 1997; World Bank, 1997; Farsari y
Prastacos, 2002) puesto que en la ejecucion de determinadas acciones y politicas, estos
constituyen herramientas de evaluacion que permiten chequear cuan exitosas han sido
las acciones y politicas seleccionadas y si los humanos estan actuando adecuadamente
en su camino hacia el desarrollo sostenible?. Ademas, los indicadores de sostenibilidad
son herramientas de planificacion que ayudan a elegir entre alternativas (Hardi & Barg,
1997).

2. Planteamiento del Problema

El problema planteado es la seleccion de un producto turistico, entre una serie de
nuevos productos, considerando distintos aspectos. En este problema existen varias
alternativas posibles y criterios a tener en cuenta, algunos de ellos contrapuestos, lo que
hace que sea complejo encontrar una solucién adecuada que equilibre todos los
aspectos. Por lo tanto, este problema puede abordarse desde la teoria de la Toma de

Decisiones Multicriterio.

Para poder determinar cual es el producto que se va a elegir de entre los cuatro que se
consideran, se deben maximizar los ingresos que seran generados por cada producto. De
acuerdo con la OMT (2005), los ingresos se utilizan ampliamente como indicador de
importancia para el turismo como sector econémico y como instrumento de vigilancia
de los cambios producidos en el &mbito turistico a escala mundial. Ademas, constituyen
un indicador fundamental para evaluar los beneficios del turismo en una comunidad o

destino.

Como se pretende aumentar las pernoctaciones en los destinos turisticos, la oferta
turistica de la comunidad influye sobremanera en ello, siempre y cuando esté disefiada
de acuerdo a las expectativas de los clientes. Mientras mayor sea la oferta turistica,
mayor cantidad de dias permaneceran los visitantes en el destino. Por consiguiente, en
el modelo que se formulara se tratard de maximizar el nimero de atracciones que

componen la oferta turistica de la comunidad de destino.

2 Indicadores de desarrollo sostenible para los destinos turisticos. Guia practica. OMT, 2005. pp. 9-10.



La capacidad de alojamiento influye también de gran manera en el problema, por lo que
sera maximizada, para garantizar de esa manera que exista capacidad de acogida para
toda la demanda y lograr que se abarque todo el turismo posible. La capacidad de
alojamiento turistico es uno de los mecanismos mas importantes para controlar
eficazmente la presién humana sobre los recursos, sobre el medio local (OMT, 2005;
Ivars, 2001). La falta de este control produce insostenibilidad (OMT, 2005). Ademas,

expresada en un plano muy local, permite evaluar la presion turistica.

Hasta el momento se han presentado criterios meramente econdémicos, correspondientes
a una de las aristas de la sostenibilidad (Choi y Sirakaya, 2005, OMT, 2005) pero, no
debemos descuidar el plano ecologico, por ello se proponen dos criterios adicionales

que evidenciaran esta dimension de la sostenibilidad.

En el modelo se pretende maximizar la capacidad de carga del sitio donde estara
enclavado el nuevo producto. Este criterio se emplea para indicar a cuantos turistas se
pueden dar cabida en un determinado lugar o zona sin dafarlo o sin menoscabar el
grado de satisfaccidn de los visitantes como manifestaron Mathienson y Wal (1992) y
OMT (2005). Permite, ademas, estructurar una estrategia de desarrollo que debe
trasladarse necesariamente a una programacion del crecimiento urbano-turistico y a una

asignacion coherente del uso del suelo (Ivars, 2001).

Otro criterio a maximizar sera el nimero de proyectos de investigacion sobre el medio
ambiente en las areas o localidades donde seran implementados los nuevos productos.
Es un indicador que evidencia el interés por el medioambiente en el &rea (Farsari y
Prastacos, 2000; OMT, 2005).

El caracter multiobjetivo del problema descrito viene dado por la existencia de criterios
en conflicto pues, a simple vista no se puede determinar cual serd la mejor alternativa
porque no existe una que domine a las demas completamente. Sobre problemas de este
tipo se puede encontrar en Current et al., (1990) una extensa recopilacion, en la cual se

revisan aspectos multiobjetivo de problemas de localizacion.
Veamos ahora cual va a ser la formulacion del problema con el que nos enfrentamos.

El problema en cuestion consiste en la seleccién del primer producto turistico que
entrara en vigor. Se seleccionara de entre las s alternativas candidatas (productos que

conforman el conjunto J).



Las variables que conformaran el modelo seran las variables binarias yj;, que se
encuentran asociadas a los productos (tomaran valor 1 si es seleccionado el producto j

con jeJ,yO0en caso contrario).

Teniendo en cuenta la notacién establecida, a continuacion definiremos los criterios

considerados.

v Ingresos esperados:

Los ingresos esperados anualmente para cada nuevo producto turistico son el resultado
del producto del precio por la cantidad de turistas que demandan dicho producto al afio.

- Precio:

Para cada producto se determind el precio a que serd ofertado: el sendero de
observacion de aves tendra el mismo precio que otro producto similar que estuvo en
explotacion. Este dato fue solicitado a la oficina comercial de la Delegacion del
MINTUR en Pinar del Rio. Algo igual sucede con el precio de la excursion al cayo San
Felipe. Se establecio contacto con le Club de actividades Nauticas en la provincia de
Cienfuegos, la zona central de Cuba, donde se brinda este tipo de producto y el centro

decisor determiné que el precio a que se ofertara es el mismo.

El precio del producto pesca recreativa de Black Bass fue fijado por el Grupo
Extrahotelero Palmares. Con ayuda de los analistas, obtuvieron los precios a que se
ofertan estos productos en Estados Unidos y México, fuertes competidores en la rama

en el area.

Para hallar el precio a que serén ofrecidos los servicios en el centro de buceo, se
solicito al Centro Internacional de Buceo “Maria la Gorda”, situado en Pinar del Rio,
los datos de las dltimas 1000 ventas realizadas, independientemente del tipo de
actividad que haya sido demandada, con ello, se determind el precio medio ponderado
del nimero de actividades que se ofertan en él. El valor que se obtuvo fue el que

selecciond el centro decisor como precio del producto centro de buceo en Cayo Jutias.
- Demanda:

La demanda de este tipo de productos (anual) fue obtenida en los estudios que han sido
realizados con anterioridad por el Grupo Extrahotelero Palmares, necesarios para



justificar ante el organismo superior (MINTUR) la creacion de los nuevos productos

turisticos.

Con los datos que han sido especificados, la expresién que recoge los ingresos

esperados viene dada como:
Max » p;d,y, , donde
j=1

p;j son los precios correspondientes a cada producto j (j=1,....s).

d; representa la demanda que tiene este producto j (j=1,....5).

Producto Precio unitario por sesion Demanda Ingresos
Centro de Buceo: 52 150 7800
Observacion de aves 5 90 450
Pesca de Black Bass 300 100 30000
Excursién a San Felipe 40 500 20000

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos del Grupo Extrahotelero Palmares.
Tabla 2: Ingresos anuales (CUC?).

v Oferta turistica:

Este criterio se tendra en cuenta porque permite la diversificacion de la oferta en la
localidad (Farsari y Prastacos, 2001) y, apoyado en la eliminacion de los costes de

traslacion para los turistas, permitira el aumento de las pernoctaciones.

Para determinar el valor de este criterio para cada alternativa de seleccion se realizé un
recuento en la Oficina Territorial de Estadistica, de los sitios de interés turistico como
cines, teatros, museos, casas de cultura, etc., que existen en cada uno de los municipios
en que tendran lugar las alternativas de seleccion. Se incluyen en la relacion, los
productos que son ofertados en el catalogo de ventas de la Agencia de Viajes
Cubanacén, la encargada de comercializar todos los productos que se brindan para el

turismo internacional en el pais.

La expresion que serd empleada para la representacion de estos datos es:

® Peso Cubano Convertible.



Max Y 0,y , donde
i1

0; es la cantidad de atracciones que componen la oferta turistica de la alternativa j

(4=1,....s).

Municipio Cines | Casa de | Teatros | Museos | Campismo | Oferta de | Total
cultura Cubanacén

Minas de 5 1 1 7

Matahambre

Vifales 3 1 1 1 20 26

Guane y Sandino 6 2 1 2 1 5 17

Pinar del Rio 3 1 1 3 1 6 15

Fuente: Elaboracion propia a partir de OTE, Cubanacan y Campismo Popular.
Tabla 3: Nimero de Atracciones turisticas en los municipios.

v Capacidad de alojamiento:

Se tomara en cuenta para la capacidad de alojamiento en los municipios el nimero de
habitaciones que se ofertan para el hospedaje de turistas internacionales, ya sea en

hoteles, campismos y casas particulares que rentan habitaciones en MLC*

Los datos con respecto a la capacidad hotelera fueron solicitados a la oficina comercial
de la Delegacion Provincial del MINTUR en Pinar del Rio. Para determinar la oferta de
alojamiento en casas particulares se visitd la Oficina Nacional de Administracién
Tributaria (ONAT), que registra el pago de los impuestos por la tenencia de viviendas

que sirven de alojamiento para el turismo internacional, entre otras.

La capacidad de alojamiento en el problema viene dada por la expresion:
Max Y c,y, , donde
j=1

cj es la cantidad de habitaciones disponibles en el municipio donde se desarrollara el

producto j (j=1,....9).

Municipio Hoteles | Particulares | Total
Minas de Matahambre - 1 1
Vifiales 192 262 454
Guane y Sandino 83 4 87
Pinar del Rio 223 57 280

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de ONAT, MINTUR.
Tabla 4: Capacidad de alojamiento (Habitaciones).

4 Moneda Libremente Convertible.




v Capacidad de carga:

La “capacidad de carga” como instrumento de gestion es, en si mismo, un indicador
“sintético”, ya que incluye numerosos elementos y factores que influyen en la evolucién
del territorio, pero su analisis se centra en la supervision cuantitativa de los usuarios, lo
que precisamente le diferencia de los indicadores habituales (indicadores de categoria)

que supervisan los recursos (OMT, 2005).

Este concepto tiene interés para el turismo, en particular porque se refiere a limites y
umbrales que no queremos sobrepasar. Mide el grado de utilizacion sostenible (OMT,
2005). Es también, uno de los indicadores que se demandan para supervisar la

sostenibilidad del entorno natural (Choi y Sirakaya, 2005).

Los valores para este criterio en cada uno de los nuevos productos los proporciono el
centro decisor. Para ello se apoy0 en los estudios realizados por los especialistas de

campo como parte de la planificacion de los nuevos productos.

La expresion que nos permite determinar este objetivo es la que sigue:
S
Max > C,y, , donde
j=1

C; representa la capacidad de carga del sitio en que tendra lugar el producto j (j=1,....5).

Producto Capacidad de carga del sitio
Centro de Buceo: 16
Observacion de aves 10
Pesca de Black Bass 10
Excursién a San Felipe 30

Fuente: Grupo extrahotelero Palmares
Tabla 5: Capacidad de carga (turistas por sesion).

v Numero de proyectos de investigacion sobre el medio ambiente en el area:

De acuerdo con (Stuart, 1997), la importancia que las autoridades locales le brindan al
turismo esté directamente relacionada con el nimero de investigaciones sobre el medio
ambiente desarrolladas en el area. Tal es el caso que para determinar los valores
correspondientes a este objetivo el centro decisor brindd informacion acerca de las

entidades que resultan de su interés para este criterio.
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Para determinar el nimero de proyectos de investigacion que se han llevado a cabo en el
municipio donde tendra lugar el producto se establecio comunicacion telefénica o
mediante e-mail con cada una de las entidades que aparecen en la primera columna de la
tabla 6 y se recibi6 informacion acerca de los trabajos que han realizado en cada uno de

los municipios de interés en la presente investigacion.

La expresion que nos permite desarrollar este objetivo es:
S
Max Z;ijj , donde
j=

l; es el nimero de proyectos de investigacion sobre el medio ambiente que se han

Ilevado a cabo en el municipio donde tendra lugar el producto j (j=1,....5).
Numero de | Minas de | Vinales. Guane y Sandino. La Coloma,
trabajos de | Matahambre Pinar del Rio
investigacion
ENIA 2 2 3 -
Planif. F. 4 2 1 -
CEMARNA 3 - -
Emp. Nac. - - - 18
Floray Fauna
Eco Vida - 39 42 -
MINTUR 1 1 1 1
Comité Prov. 14 24 219 8
Espeleologia
Total 21 71 266 27

Fuente: Elaboracion propia a partir de informes de los organismos relacionados y el CITMA.
Tabla 6: Numero de proyectos de investigacion.

En la Tabla 7 finalmente se exponen todos los datos del problema que se aborda. En
ella aparecen sefialados para cada criterio los valores maximos (en verde) y los valores
minimos (en rojo) y la ultima fila brinda la méaxima diferencia existente entre las
distintas alternativas en cada uno de los criterios.

Oferta Capacidad de | Capacidad | Proyectos de
Alternativas Ingresos | Turistica | Alojamiento | de Carga | Investigacion
Centro de Buceo 7800.00 7.00 1.00 16.00 21.00
Obsevacion de Aves 450.00 26.00 454.00 10.00 71.00
Pesca de Black Bass 30000.00 17.00 87.00 10.00 266.00
Excursién a San Felipe | 20000.00 15.00 280.00 30.00 27.00
Méxima Diferencia 29550.00 19.00 453.00 20.00 245.00

Tabla 7: Valores de los criterios para cada alternativa.
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3. Resolucién del Problema

El problema multicriterio discreto sera abordado mediante el PROMETHEE
(Preference Ranking Organisation Method for Enrichment Evaluations), propuesto por
Brans et al. (1986), como uno de los métodos que sobresalen entre los que emplean las
Relaciones de Superacion que permiten ofrecer una ordenacion parcial o total de las
alternativas y presentado por Fernandez Barberis, G. (2002) como de gran atractivo en

el mundo de la decision multicriterio.

Existen numerosas aplicaciones, entre las que se pueden destacar los problemas de
seleccion de la optima fuente de energia renovable para las instalaciones turisticas
(Mladineo y Grabovac, 1988), la ubicacion de instalaciones comerciales en ambiente
competitivo (Karkazis, 1989), depdsitos de desechos (Brigs et al., 1990, Vuk et al.,
1991, Hokkanen y Salminen, 1997), emplazamiento de un parque tematico (Fernadndez
y Martin, 1999), localizacién de empresas de reciclaje de RAEE (Queiruga et al., 2004),

localizacion de incineradoras de Residuos MER (Caballero et al., 2004), entre otras.

El software que se utiliza para resolver el problema mediante PROMETHEE es el
Decision Lab. Ademas, con este programa realizaremos un andlisis de sensibilidad en
los pesos de los criterios, y seguidamente un analisis de robustez de estos.

El método PROMETHEE fue disefiado con el fin de ayudar al decisor en los problemas
de seleccion de ordenamiento de alternativas posibles sometidas a una evaluacién
multicriterio. Admite la existencia de alternativas incomparables y conduce al decisor a
investigar bajo qué criterios las alternativas evidencian un buen comportamiento y bajo
cuales su desemperio es ineficiente, para proceder luego a efectuar la mejor eleccion de

acuerdo a su propio esquema de preferencias.

La ventaja de los métodos PROMETHEE frente al resto de sus competidores es que
requiere informacion adicional muy clara y precisa que puede ser facilmente obtenida
por el decisor con la permanente y activa ayuda del analista. Ello justifica la variedad de
aplicaciones de estas técnicas, entre las que podemos encontrar aplicaciones a
problemas de administracion de desperdicios radioactivo (Briggs et al., 1990),
problemas de diagndstico médico de patologias (Du Bois et al., 1989) y con especial
atencion, a problemas de localizacion, concretamente, de instalaciones comerciales en

ambiente competitivo (Karzakis, J., 1989), depdsitos de desechos (Briggs et al., 1990;
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Vuk et al., 1991), incineradores de materiales especificos de riesgo en Andalucia
(Caballero et al., 2004), etc.

El andlisis con el método PROMETHEE se complementa con el proceso GAIA
(Geometrical Analisis for Intercative Assistance), un mddulo de interaccion visual
(Mareschal y Brans, 1988) que ofrece al decisor una descripcion gréfica clara de su
problema de decision, enfatizando los conflictos existentes entre los criterios y el
impacto de los pesos en la decision final. Este analisis es mas descriptivo que los

métodos PROMETHEE Yy esté orientado graficamente.

Para la localizacion de un Unico producto turistico se aplica el método PROMETHEE
mediante el software Decision Lab. La solucidon va a depender de las caracteristicas
técnicas del problema y de las preferencias del centro decisor. Estas vienen dadas por la
informacion adicional requerida por el método PROMETHEE: Informacion entre los
distintos criterios (intercriterios) e informacion propia de cada criterio (intracriterio).

La informacién entre los distintos criterios consiste en el establecimiento de pesos o
ponderaciones que reflejan la importancia relativa que el decisor asigna a cada uno de
ellos. Para ello hemos empleado el programa Expert Choice, que se basa en la
metodologia AHP (Analytic Hierarchy Process), propuesta por Saaty (1977). Con esta
herramienta se determinan los pesos de cada criterio en dependencia de las preferencias
del centro decisor. Ademas, esta metodologia permite ofrecer la ordenacion de las
alternativas; esto se lleva a cabo estableciendo una comparacién para cada par de
alternativas con respecto a cada criterio. Luego, es posible visualizar el peso total
asignado a cada una de las alternativas, resultando como mejor solucion, aquella que

mayor ponderacion obtenga.

Las comparaciones dieron como resultado iguales ponderaciones para los criterios
capacidad de carga y el nimero de proyectos de investigacion, que fueron a su vez los
de mayor fortaleza, con un valor de 0.283. Algo similar pasa con los criterios ingresos y
oferta turistica, que presentan igual ponderacién, aunque con un valor menor que los
dos anteriores, en este caso 0.163. Luego se observa la capacidad de alojamiento, con
una ponderacion de 0.109. Estos resultados demuestran que el centro decisor le

confiere mas importancia a los criterios de orden ecoldgico que a los econémicos. El
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ratio de inconsistencia es de 0.02, inferior a 0.1, por lo cual se puede considerar el

resultado obtenido como aceptable para realizar el analisis posterior.

A su vez PROMETHEE modeliza las preferencias dentro de cada criterio asignando a
cada uno de ellos un criterio generalizado que tiene en cuenta las desviaciones y las
escalas de los criterios. Estos criterios generalizados se obtienen determinando una
funcién de preferencia para cada uno de ellos. Las funciones que se han seleccionado
son todas del tipo lineal para todos los criterios, pues son de facil comprension para el
centro decisor, ademas las mas utilizadas y las que mejor se adecuan al problema en
cuestion. Los umbrales de preferencia estricta e indiferencia elegidos para los distintos

criterios aparecen en la tabla posterior.

Oferta Capacidad de | Capacidad | Proyectos de
Umbrales Ingresos | Turistica | Alojamiento | de Carga | Investigacion
Indiferencia 6000 8 100 6 60
Preferencia 20000 11 200 10 100

Tabla 8: Umbrales de preferencia e indiferencia.

Con toda la informacion que se ha obtenido se establece la ordenacion de las
alternativas mediante el PROMETHEE. Dicha ordenacién aparece en el Graficol
donde podemos ver que la mejor alternativa es el producto “Pesca recreativa de Black
Bass”, de acuerdo con la distribucion de los pesos considerados para cada uno de los
criterios, pero seguida, muy de cerca, por la alternativa “Excursion a Cayo San Felipe”.
Solo se ha presentado la ordenacion total debido a que no existen alternativas

incomparables en nuestro problema.

Gréfico 1: Ordenacién total.

Mediante el andlisis de los perfiles de las alternativas se pueden establecer
comparaciones que dan mayor fiabilidad a la seleccién que se desea realizar, pues
permiten determinar la potencialidad de los atributos en cada una de estas. Para ello se
establecera la comparacion de las alternativas Pesca de Black Bass y Excursion a San

Felipe, que son las que ocupan el primero y segundo puesto. En la tabla que sigue, se
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recogen los valores de los criterios para los productos que seran comparados, ademas de

los valores medios que toman los criterios en las cuatro alternativas

Oferta | Capacidad de | Capacidad | Proyectos de
Alternativas Ingresos | Turistica | Alojamiento | de Carga | Investigacion
Pesca de Black Bass 30000 17 87 10 266
Excursién a San Felipe 20000 15 280 30 27
Valor Medio 14562.5 16 205.5 16.5 96.25

Tabla 9: Valores de los criterios de las alternativas que se comparan.

Para la alternativa pesca de Black Bass los valores de los atributos ingresos, oferta
turistica y proyectos de investigacion se encuentran por encima de la media de los
valores de estos criterios y la capacidad de alojamiento y la capacidad de carga se
encuentran por debajo. Como se maximizan todos los criterios, en el perfil de la pesca
de Black Bass (Gréfico 2) se representan por encima de 0 los criterios con valores

mayores que la media.

Pesca de Black Bass

yectos de Investigacion
Capacidad de Carga

Cap
Dferta Turistica

Ingresos

Grafico 2: Perfil de Pesca de Black Bass.

Para la alternativa excursion a San Felipe, lo valores que se corresponden con los
criterios oferta turistica y proyectos de investigacion son los Gnicos que estan por debajo
de la media, o sea, salvo estos dos criterios, todos los demas se representan por encima

de 0 como se muestra en el Grafico 3.

Excursion a San Felipe

pacidad de Alojamiento Proy
Oferta Turistica Capacidad de Carga

Ingresos

Graéfico 3: Perfil de Excursion a San Felipe.
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Con animo de fortalecer el andlisis, se emplea el proceso GAIA, que consiste en un
modulo de interaccion visual complementario de la metodologia PROMETHEE
(Mareschal and Brans, 1988). Este ofrece al decisor una descripcion grafica de su
problema de decision, enfatizando los conflictos existentes entre los criterios y el
impacto de los pesos en la decision final. Hace el analisis mas descriptivo y esta

orientado de forma grafica (Fernandez, 2002).

El andlisis GAIA completo se fundamenta en el analisis de los flujos netos obtenidos a
partir de la descomposicion del flujo neto global. En comparacion con las evaluaciones
de los criterios, los flujos unicriterio contienen mayor cantidad de informacion acerca de
la estructura de preferencias del decisor debido al uso de las funciones de preferencia.
Estos flujos estdn expresados en escalas similares y son independientes de las escalas

originales de los criterios.

Asi pues, se proyectan sobre el plano GAIA los puntos que representaran las
alternativas y los vectores unitarios de los ejes de coordenadas que representaran a los
criterios. Este analisis permite distinguir qué alternativas son buenas bajo cada criterio,

dado que estas se localizaran en la misma direccion del eje correspondiente en el plano.

Se tendréd en cuenta que los criterios representados por ejes en direcciones similares
expresan preferencias afines, mientras que los que se encuentran en direcciones
opuestas corresponden a criterios en conflicto entre si. Se debe destacar ademas, que la
longitud de los ejes que representan a cada uno de los criterios es en si una medida del
poder de discriminacion relativo de los criterios respecto al conjunto de alternativas. El

Graéfico 4 permitira sacar las conclusiones con respecto al problema que se trata.
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Sendero de Obsevacidn d

Jferta Turistica

sca de Black Bass
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Capacigad de Carga

Excufsidn a San Felipe

Gréfico 4: Plano GAIA.

Los criterios ingresos y oferta turistica se encuentran en conflicto, pues sus vectores
unitarios tienen direcciones opuestas. Otro par de criterios que estan en conflicto
también son la capacidad de alojamiento y el criterio numero de proyectos de

investigacion.

La calidad de la informacién que se brinda estd directamente relacionada con el
porcentaje A, que explica la cantidad de informacion que conserva el plano. En este
caso el plano explica el 78,16% de la variabilidad. Como A es superior al 70%,
podemos concluir con la afirmacion de que el plano ofrece una representacion bastante

fiable del problema de decision al que se enfrenta el Grupo Extrahotelero Palmares.

Luego de realizar el andlisis grafico se lleva a cabo un andlisis de sensibilidad de los
pesos. Esto da la posibilidad de determinar en qué intervalo se pueden mover los pesos
sin que varie la solucion del problema. Se debe destacar que cuanto mayor sean estos

intervalos, mas estables serdn las ponderaciones.
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Absolute values Relative values (%)
Criterios Weight Min Max Weight Min Max
Ingresos 0.1630 0.1058 11.742 16.28% 11.21% 66.02%
Oferta Turistica 0.1630 0.1132 0.4449 16.28% 11.90% 34.68%
Capacidad de Alojamiento 0.1090 0.0000 0.1303 10.89% 0.00% 12.75%
Capacidad de Carga 0.2830 0.0481 0.2996 28.27% 6.28% 29.44%
Proyectos de Investigacion 0.2830 0.2664 Infinity 28.27% 27.06% 100.00%

Tabla 10: Intervalos de estabilidad para las ponderaciones.

La Tabla 10 indica que el peso correspondiente al criterio capacidad de alojamiento
puede disminuir hasta cero y ello no provocaria cambios en la solucion, sin embargo, un
aumento de tan solo 0.0213 unidades del valor original de su peso, provocaria variacion
en la solucion. En cambio, el criterio proyectos de investigacion solo puede disminuir el
valor de su peso en 0,0166 sin que ello varie la solucién; pero, puede aumentar de forma

indefinida y el resultado seria el mismo.

Como se ha comentado anteriormente, la metodologia AHP permite ordenar las
alternativas de acuerdo a las preferencias del centro decisor, por ello, decidimos aplicar
este método a nuestros datos con el fin de establecer comparaciones en cuanto a la
solucion obtenida. Como se aprecia en el Grafico 5, la ordenacion de las alternativas es
similar a la anterior, pues el producto “Pesca recreativa de Black Bass” es el de mayor
valoracion y el resto de las alternativas se muestra en el mismo orden de preferencia que
se obtuvo al aplicar el método PROMETHEE alcanzéndose un indice de inconsistencia

de 0.04, lo que nos permite calificar de aceptable el resultado obtenido.

OVERALL INCONSISTENCY INDEX = 0.04 ‘

pEsca 3
excurs 316
5SS 256

BUCEO 087 _

Gréfico 5: Ordenacién de las alternativas mediante AHP.

El problema fue abordado ademés desde la Teoria de la Utilidad Multiatributo (MAUT),
con el fin de realizar un andlisis més consistente. Esta teoria ha sido desarrollada
especialmente por Keeney y Raiffa (1976, 1993), a partir de la teoria de utilidad

unidimensional de Von Neumann y Morgenstern (1944), con el fin de expresar las



preferencias del centro decisor en términos de la utilidad que le reporta. En particular,
empleamos la funcion de utilidad aditiva. La valoracion de las distintas alternativas
(funcidn de utilidad), en este caso, resulta de sumar las contribuciones de cada uno de

los atributos considerados, adecuadamente ponderados en funcién de su importancia.

Al convertir los datos del problema en utilidades se debe tener en cuenta que los
objetivos pretenden ser maximizados, por lo que los valores mas altos que se puedan
obtener en cada uno de los criterios representan una mayor utilidad para el centro
decisor, de igual modo, la peor utilidad la reportan aquellos criterios con valores mas
bajos. De este modo, consideramos que las funciones de utilidad del decisor, para todos
los criterios, eran lineales, con valores comprendidos en el intervalo [0,10], teniendo un
minimo en el valor 0 y un méximo en el valor 10.

El Gréafico 6 proporciona la ordenacion mediante los valores de las sumas ponderadas
para cada criterio, en el cual la suma ponderada de mayor valor corresponde a la
alternativa “Pesca de Black Bass”, que nuevamente sobresale como el mejor producto
turistico a implementar. El orden de las restantes soluciones se comporta de igual forma

que en los resultados hallados con anterioridad.

Pesca de Black

Bass 5.4

Excursién a San

Felipe 49

Observacion Aves 3,26

Centro Buceo 1,43

Gréfico 6: Ordenacion mediante MAUT.
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4. Conclusiones

El trabajo que se presenta fue realizado con el objetivo de solucionar un problema
surgido en la Delegacion del Ministerio de Turismo en Pinar del Rio, a la hora de
seleccionar, de un grupo de productos turisticos, aquel que sera el primero en ponerse en
marcha para que sea explotado de forma sostenible y garantice el aumento de la oferta
turistica, genere los ingresos necesarios para desarrollar los restantes y contribuya a
incrementar las pernoctaciones de los visitantes a Pinar del Rio. Para este proceso de

seleccion se han utilizado técnicas multicriterio.

Tras presentar los productos turisticos y los indicadores de tipo econémico y ecoldgico
de importancia para el centro decisor se empled el programa Expert Choice para
encontrar las ponderaciones o los pesos que tienen cada criterio para el decisor vy, se
aplicaron varios métodos para encontrar la mejor alternativa, en concreto, el método
PROMETHEE, la metodologia AHP, que también posibilita ordenar las alternativas y,
por ultimo, le Teoria de la Utilidad Multiatributo (MAUT). Con todos ellos, la solucion

a que se llego fue similar.

La ordenacion obtenida fue presentada al Grupo extrahotelero Palmares, el encargado
de los nuevos productos en el Ministerio del Turismo en Pinar del Rio y es evidencia de
la gran ayuda que proporciona la aplicacion de las técnicas empleadas en la busqueda de

soluciones a los problemas reales que se presentan en las organizaciones.
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Resumen
Este trabajo examina la existencia de diferencias de género en el comportamiento de un consumidor. Los resultados
revelan que las mujeres presentan un mayor grado de eficiencia en sus decisiones de consumo que los hombres. Sin
embargo, no existen diferencias significativas de género entre aquellos individuos que conocen los postulados de la

teoria neoclasica de la demanda.
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comportamiento del consumidor, experimento de Montecarlo.

Abstract
This paper examines the existence of gender differences concerning the consumer’s behaviour. The results reveal that
women show a higher degree of coherence in their consumer decisions than men. Nevertheless,there are no

significant gender differences regarding the individuals that know the postulates of the neoclassic demand theory.

Keywords: Experimental economics, gender differences, revealed preference, GARP, Afriat, consumer’s
behaviour, Montecarlo Experiment.



1. Introduccién

La investigacion en ciencias sociales con excepcion de la economia indica diferencias*
substanciales de comportamiento entre los hombres y las mujeres. La literatura general
de la psicologia contiene muchos estudios primarios y meta-analiticos que presentan
evidencias de género en comportamiento social, sexual, motor, actitudes, capacidad
cognoscitiva, toma de decisiones y rasgos de la personalidad. En una revision extensa
de la literatura, Eagly (1995, p. 148) concluye que los psicologos “estan en general de
acuerdo que sus resultados meta-analiticos encuentran evidencias de diferencias de
género”. Los reexamenes feministas recientes de la teoria econdmica realizados por
Ferber (1995), Nelson (1995) y Strober (1994) han conducido a los economistas
experimentales a estudiar la existencia de diferencias de género en el comportamiento
econémico de un individuo y plantearse la siguiente pregunta: ¢;existen diferencias

significativas de género en la toma de decisiones econémicas?

En la literatura econdémica existen varias evidencias que sugieren la existencia de
diferencias de género en el comportamiento econémico de un individuo. Por ejemplo,
en experimentos de financiacion de bienes publicos se aprecia una clara diferencia de
comportamiento entre los hombres y las mujeres (v. Brown-Kruse y Hummels (1993),
Nowell y Tinkler (1994) y Seguino et al. (1996)), siendo los resultados contradictorios
en cuanto a qué genero exhibe un mayor comportamiento free-riding. Resultados
similares se exhiben en diversos estudios empiricos que analizan la existencia de
diferencias de género en las inversiones (v. Jianakoplos y Bernasek (1998)), en la toma
de decisiones bajo incertidumbre (v. Schubert et al. (1999) y Powell y Ansic (1999))
experimentos del juego del ultimatum o del dilema del prisionero (v. Eckel y Grossman
(2001) y Frank et al. (1993)). Sin embargo, existen otros estudios experimentales que no
encuentran ninguna diferencia significativa de género en el comportamiento altruista de
un individuo (v. Isaac et el al. (1985), Stockard et el al. (1988); Cadsby y Maynes (1998,

1 En psicologia existen diversos estudios que muestran una clara diferencia de género en el comportamiento moral o
en el comportamiento altruista (Eagly y Crowley (1986), Gilligan (1982), Uesugi y Vinacke (1963) y Vinacke
(1959)). En sociologia, los estudios encuentran diferencias de género en cuestiones de criminalidad y uso ilicito y
prescrito de la droga (Cooperstock y Pamell (1982), Gottfredson e Hirschi (1990) y Kandel y Logan (1984) entre
otros). En teoria politica diversos estudios muestran una clara diferencia de género en el comportamiento politico de
hombres y mujeres. EI comportamiento de la votacién de las mujeres esta mas influenciado por cuestiones sociales
que el de hombres (Baxter y Lansing (1983) y Goertzel (1983) entre otros).



2005)) o en el grado de aversion al riesgo (v. Schubert et al. (1999) y Powell y Ansic
(1999)). Eckel y Grossmann (1988) y Powell y Ansic (1997) afirman que estos
resultados contradictorios pueden ser consecuencia de la existencia de fallos
metodol6gicos en el disefio experimental. La existencia de diferentes diferentes
fendmenos cognitivos como el anclaje o el marco de referencia focal y la experiencia
pueden influir en la aparicion de diferencias de genero en el comportamiento economico
de un individuo (v. Bromiley y Curley (1992), Eagly (1995) y Unger (1990) entre otros).

En este trabajo proporcionamos los resultados de dos experimentos econdémicos de la
teoria del consumidor que han sido disefiados para responder a las siguientes preguntas:
¢existen diferencias significativas de género en el grado de coherencia de las decisiones
economicas de un individuo? En caso afirmativo, ¢son las mujeres consumidores mas
eficientes? La teoria pura del consumidor tiene por objeto estudiar la estructura de las
decisiones de consumo realizadas por un consumidor racional cuando éste se enfrenta
con diversos precios y rentas monetarias. ElI enfoque de la preferencia revelada de
Samuelson (1938, 1948) y Houthakker (1950) postula la racionalidad de la conducta de
un consumidor directamente en términos de su funcion de demanda. La economia
experimental permite reproducir las condiciones ideales que propugna la teoria
neoclasica de la demanda, dado que en un laboratorio se pueden crear unas condiciones
muy proximas a aquellas condiciones ideales del modelo teérico del comportamiento
optimizador del consumidor, y tener una elevada fiabilidad de los diferentes tests no
paramétricos utilizados para analizar tanto la estructura de las decisiones de consumo de
un individuo como la posible existencia de diferencias de género en el proceso de
eleccion de un consumidor individual. Como consecuencia de ello, podemos afirmar
que una interpretacion experimental de la teoria de la preferencia revelada es consistente
con la metodologia positivista de las contribuciones formuladas por Samuelson en sus
articulos seminales y que la economia experimental proporciona el marco idoneo para
analizar la posible existencia de diferencias de comportamiento entre las mujeres y los

hombres en sus decisiones de consumo.



La organizacion del trabajo es la siguiente. En la seccion segunda proporcionamos un
breve resumen del marco tedrico de la teoria de la preferencia revelada asociada a un
conjunto finito de datos de demanda en un contexto competitivo. En la seccién tercera
presentamos el marco tedrico del anélisis de la sensibilidad de los diferentes tests no
paramétricos de la preferencia revelada utilizados en el estudio empirico del
comportamiento de un consumidor. En la seccion cuarta presentamos el disefio
experimental del experimento realizado. En la seccidn quinta presentamos los resultados

de nuestro experimento y realizamos una evaluacion de los mismos.

2. Axiomas de la preferencia revelada

La teoria de la preferencia revelada postula la racionalidad de la conducta de un
consumidor directamente en términos de ciertas condiciones algebraicas, conocidas
como condiciones de preferencia revelada. En su version reducida, la teoria de la
preferencia revelada se limita a un conjunto de datos observables de precios y
cantidades demandadas en un contexto competitivo, intentando descubrir todas las
implicaciones empiricas de la hipétesis de consistencia del individuo. Supongamos que
hay k bienes y que el consumidor puede elegir eventualmente cualquier cantidad no

negativa de cada bien. Un vector? de demanda Xx=(x,--x) € un vector de k
componentes cuya componente i-ésima especifica la cantidad del bien i que se ha
demandado. Designaremos los precios de mercado de los bienes mediante un vector de
precios p=(p,.---pe)tal que peR’, . Nuestro punto de partida sera la observacion de
cualquier serie finita de datos de demanda (p,,x,), t=1---,n, donde cada par (p,,%)
expresa la cesta x, demandada a precios normalizados p, . La racionalidad de esta serie

de observaciones se medira por el grado de cumplimiento de los siguientes postulados
de racionalidad.

>

2Para todo ke N y para cada X,y eR, “X > Y ” significa que X, >y, para todo i, “X>Yy” significa que X >y; para
todo iy X >V, paraal menosun iy y “X>>Y” significa que X >Y; para todo i.Denotamos por R = {Y e R X 26}

y W = ReR x>0}



Definicion 1 Sean x, y X, cestas demandadas a precios (normalizados) p, Yy

p, respectivamente. Se dice que el consumidor:

a) revela directamente que prefiere %, a x,, y se denota por x,R°x,, Si P,X, > p,X; .

b) revela que prefiere x, a X, , y se denota por xRx,, si existen X X,

satisfaciendo x,R%x, ,x, R°X ,---, X, RX,
1 1 2 k

Samuelson (1948) propone una condicién necesaria para que una serie finita de
observaciones de consumo sea racionalizable por una funcion de utilidad, el axioma
débil de la preferencia revelada. En el contexto en que nos hallamos este postulado se

traduce en lo siguiente:

Definicion 2 (Axioma Débil de la Preferencia Revelada) El conjunto de

observaciones de consumo {(p,,x ), satisface el Axioma Débil de la Preferencia

revelada (WARP) si para todo par de observaciones i, jse cumple:: xR°%;,y ademas,

X # X;, entonces p;X; < p;¥;.

Houthakker (1950) demuestra que una condicion necesaria y suficiente para que la
funcién de demanda se derive de la relacion de preferencia de un consumidor es que
dicha funcion satisfaga el llamado axioma fuerte de la conducta del consumidor,

también denominado axioma fuerte de la preferencia revelada.

Definicion 3 (Axioma Fuerte de la Preferencia Revelada) El conjunto de

observaciones de consumo {(p,, % )i, satisface el Axioma Fuerte de la Preferencia

revelada (SARP) si para todo par de observaciones i, jse cumple:: xRx;,y ademas,

X, # X;, eNtONCes p;X; < P;X; .

El axioma fuerte de la preferencia revelada es, claramente, una generalizacion del
axioma debil. Rose (1958) y Afriat (1965) demuestran la equivalencia entre el axioma
debil y el axioma fuerte de la preferencia revelada en un espacio de consumo formado
por dos bienes. Sin embargo, esta equivalencia no es cierta en espacios de consumo con
mas de dos bienes. Gale (1960) y Kamiya (1963) presentan dos contraejemplos que
muestran la no equivalencia entre WARP y SARP. Varian (1982) define una nueva

condicion algebraica de preferencia revelada, el axioma generalizado de la preferencia



revelada® (GARP), necesaria y suficiente para que un conjunto finito de observaciones

de consumo sean consistentes con la hipétesis de la maximizacion de la utilidad.

Definicion 3 El conjunto de observaciones de consumo {(p,,x, )}, satisface el Axioma

Generalizado de la Preferencia revelada (GARP) si para todo par de observaciones

i, jse cumple: XRx;, entonces p;X; < p;X;.

Si los datos satisfacen GARP se puede construir una funcién de utilidad u(-) no saciada,

continua, monotona y concava que racionaliza los datos en el sentido que para toda
observacion t, u(x,)>u(x) para todo xtal que p.x >px. La principal diferencia entre
GARP y SARP radica en que GARP permite la multivaluacion de la funcion de
demanda y no exige la convexidad estricta de la relacion de preferencia del consumidor
que racionaliza la conducta observada. Varian (1982) presenta un procedimiento,
basado en el algoritmo de la clausura transitiva de Warshall, que permite contrastar
empiricamente en un tiempo de ejecucion proporcional a n®tanto la consistencia de un
conjunto finito de datos con la teoria neoclasica de la demanda como las observaciones
de consumo inconsistentes * con GARP vy, ademés, disefia un procedimiento

constructivo® que permite obtener explicitamente esta funcién de utilidad.

3. Fiabilidad de los Tests No-paramétricos GARP

Diversos autores han contrastado empiricamente la consistencia de diferentes conjuntos
de datos con la hipoétesis de la maximizacion de la utilidad desde una perspectiva no
paramétrica (v. Landsburg (1981), Sippel (1997) y Mattei (1994) entre otros).
Utilizando series temporales de datos de consumo agregado, Landsburg (1981) y Varian
(1982) encuentran que los datos satisfacen GARP. Varian (1982) afirmo6 que los datos
de consumo agregados muy probablemente satisfacen las condiciones de preferencia
revelada por una cuestion trivial: “the changes expenditure from year to year were large

relative to the changes in relative prices. Hence budget sets rarely intercepted in ways

% Este axioma es equivalente a la propiedad de la consistencia ciclica propuesta por Afriat en 1967.
* Sea {(ﬁt,it )}t”:l un conjunto finito de observaciones de demanda. Se dice que X; es inconsistente con GARP si y

s6lo existe X, satisfaciendo X RX; y KIPOKS (v. Varian; 1982).

% Demostraciones alternativas de este resultado pueden verse en Afriat (1967), Diewert (1973) y Scarf, Tood y Fostel
(2004) entre otros.



that would generate a GARP violation”. Bronars ofrecié en 1987 una contribucién
novedosa en la investigacion de la sensibilidad de los diferentes tests no paramétricos de
la preferencia revelada. Bronars elige la hipotesis de Becker (1962) de eleccidn aleatoria
sobre un conjunto presupuestario para realizar un analisis ex-ante de las diferentes
axiomas de preferencia revelada. Este autor, utilizando los datos de Varian (1982),
encontrd que el 67% de los consumidores con comportamiento aleatorio violaron GARP,

contrariamente a lo planteado por Varian.

Becker (1962) y Chant (1963) proponen el primer modelo de comportamiento aleatorio
de un consumidor. En este modelo, denominado random money choice, el consumidor
agota toda su renta monetaria en la compra de los distintos bienes que forman el
conjunto de consumo. El consumidor se gasta cada unidad de dinero en un cierto bien

con una cierta probabilidad®. De este modo, si p;es la probabilidad de elegir el bien ien
la situacion j, m; es el nivel de renta monetaria disponible por el consumidor y x; la

cantidad demandada del bien i en la situacion j se tiene que:
m, K .
Xj=Bi-—=  By>0, Xpi=1 J=1--n 1)
Pij i=1
Por su parte, Battalio, Dwyer y Kagel (1987) plantean un modelo de comportamiento
aleatorio del consumidor, random goods choice, donde el consumidor en cada situacién

presupuestaria selecciona una cantidad aleatoria, x; , de cada uno de los bienes del

conjunto de consumo. Si g; es la proporcion aleatoria asociada al bien ien la situacion
jy m;el nivel de renta monetaria en la situacion j-ésima se tiene

m. .
Xij=,3ij‘ZTijij (ﬂij>0’ Zilﬁi,:l’ |=1,---,nj 2)

como ecuacion para la funcion de demanda.
Battalio, Dwyer y Kagel (1987) plantean que los consumidores pueden necesitar

consumir una cantidad minima de cada uno de los bienes del conjunto de consumo,

® La simulacién de cualquier modelo de comportamiento aleatorio de un consumidor requiere de una gran cantidad de
nimeros aleatorios y, en general, de sucesiones de realizaciones de variables aleatorias. En este trabajo hemos
utilizado el generador de nimeros aleatorios Mersenne-Twister, propuesto por Matsumoto y Nishimura en 1998, que

posee un periodo de 219937 —1y que permite que la sucesién de pseudo nimeros aleatorios generada se comporte
COmMo una sucesion de variables aleatorias continuas e independientes con distribucion uniforme en el intervalo real
0,2).



donde este consumo minimo puede estar determinado psicolégicamente 0 ser necesario
para la supervivencia del individuo. EI Generalizad Minimum Needs Hypothesis o
modelo generalizado de necesidad minima caracteriza este comportamiento aleatorio.

En este modelo, la cantidad demandada del bien i en la situacion presupuestaria j es:

3 Bij pij_'é i 3
Xij—7i+7 m; — 27 Pij By >0, Xp;=1 i=L--n 3)
. Pij Pij ' i
1
Bronars (1987) propone un modelo de comportamiento aleatorio del consumidor donde
el consumidor, en cada situacién presupuestaria, se gasta aleatoriamente un porcentaje

de su renta monetaria en cada uno de los bienes del conjunto de consumo. Si

(ﬂij /_Z,b’ij)mj es el porcentaje aleatorio de dinero que se gasta el consumidor en el bien i

en la situacion j se tiene:

_ B m

Xi'— i'>0, i:].,"’,n 4
! 2B b fi )

como funcion de demanda. El test de Bronar's se ha utilizado en diferentes estudios
experimentales de la teoria neoclasica de la demanda para analizar la fiabilidad de los
diferentes test no paramétricos de la preferencia revelada desde una perspectiva ex-ante
(v. Sippel (1997), Mattei (2000), Harbaugh (2001), Andreoni y Miller (2002) y Février
(2004) entre otros).

En la siguiente tabla se resumen los anteriores modelos de comportamiento aleatorio del

consumidor:
Restricciones paramétricas (xi;)
Modelo o ~ m; — Y Vi Funcién de demanda
] J i [2jre]
. 4 P T
Random money choice 1 0 — Bij - p—)’
L
Random goods choice 0 0 — Bii
ta = ] Z% ".-:"‘2'._? Dij
Generalized minimum-needs > 0 Ver texto >0 Ecuacion (3)
f ’ 34 14
Bronars’ Test 1 0 — AR B

"i 313 Dij

4. Disefio experimental
Los experimentos se realizaron los dias 10, 11, 17 y 18 de mayo de 2005 en horas de
clase, sin previo aviso, y en presencia del profesor de la asignatura. En el primer

experimento participaron un total de 339 alumnos de la Universidad Catélica de Avila,



mientras que el segundo experimento lo realizaron 67 alumnos que cursan Economia y
Administracion y Direccion de Empresas en esta universidad. Nos presentamos en las
clases y el profesor de la asignatura correspondiente nos present6 a los alumnos. Tras la
conclusion de esta presentacion, se informé a los alumnos que en este experimento se
iba a simular el comportamiento racional de un consumidor, y se realiz6 una breve
exposicion del experimento. Posteriormente, se les preguntod si deseaban participar.
Aguellos alumnos que mostraron un especial interés por participar se desplazaron a una
sala informatica. Una vez alli, se les proporcion6 una hoja donde se describia el
experimento y éstos podian analizar, de forma visual, los distintos atributos y
caracteristicas de los diferentes bienes de consumo con el objetivo de que cada
participante se creara una imagen comprensible de cada uno de los bienes utilizados en
el experimento. Los estudiantes realizaron sus realizaron sus elecciones de consumo de
forma voluntaria y andnima, sin ninguna compensacion econémica y en un ambiente de
seriedad y silencio con la Unica restriccion de agotar toda la renta monetaria disponible
en cada uno de las 20 y 15 situaciones presupuestarias correspondientes al primer y
segundo experimento respectivamente. El participante, a diferencia de los experimentos
realizados por Sippel (1997), Mattei (2000) y Février (2004), entre otros, no percibid
ningun tipo de incentivo por participar en los experimentos y, ademéas, no podia
demandar una cantidad que no se correspondiese con las distintas unidades fisicas de

cada uno de los bienes.

En varios estudios empiricos se aprecia un comportamiento inconsistente con la teoria
neoclasica de la demanda (v. Sippel (1997), Mattei (2000) y Fevrier (2004) entre otros).
Dicha inconsistencia’ puede haber estado ocasionada por la existencia de una variacién
temporal en las preferencias de los participantes, por la existencia de algun error de
medida o por algin fendmeno cognitivo que puede influir sobre el comportamiento de
un consumidor. Para efectuar sus elecciones de consumo los participantes dispusieron
de una aplicacion informatica implementada en Visual C++, la cual no permitia al

alumno gastarse una cantidad mayor o menor de la renta monetaria disponible en cada

! Kahneman y Amos Tversky en numerosos trabajos han presentado pruebas sustanciales de que en un entorno de
laboratorio los individuos, en ocasiones, se desvian extraordinaria y sistematicamente de las predicciones del modelo
estandar. Para ver un resumen de los problemas, debates y resultados en economia experimental véanse, entre otros,
los trabajos de Kagel y Roth (1995), Binmore (1999), Loomes (1999) y Starmer (1999).



situacion presupuestaria. Esta aplicacion reproduce todos los requerimientos teoricos de
la teoria del consumidor, eliminando, por tanto, cualquier error de medida o aleatorio y
cualquier variacion temporal de las preferencias de los participantes. Al finalizar las
elecciones de consumo en cada situacion presupuestaria, el alumno pulsaba una tecla >>
para que aparecieran los nuevos precios y la nueva renta monetaria disponible
correspondientes a la siguiente situacion presupuestaria. Esta aplicacion impide que se
almacenen las decisiones de consumo hasta que el participante no haya acabado de
completar todos los escenarios posibles. El participante en todo momento puede revisar
y rehacer, si lo considera oportuno, sus decisiones. Una vez que el participante ha
realizado sus elecciones de consumo en todos los escenarios posibles y revisado, si lo
hubiese considerado oportuno, sus decisiones, éste pulsa “Aceptar” y la aplicacion
almacena al mismo tiempo sus elecciones de consumo. Ademas, nuestra aplicacion ha
sido implementada con el objetivo de intentar eliminar, en la medida de lo posible,
diferentes fenémenos cognitivos como el anclaje® o el marco de referencia focal®, dado
que la aplicacién ordena aleatoriamente los diferentes bienes de consumo y, ademas, en
cada situacion presupuestaria, el participante podia demandar en el orden que deseara

los diferentes bienes del conjunto de consumo.

El conjunto de consumo estaba formado por 8 bienes: paquetes de cigarrillos (Marlboro,
Fortuna, Ducados,...), copas (whisky, ron, vodka,...), entradas de cine, cenas, CD's R-W
700 MB (10X), DVD+R 4.7GB (8X) y frutos secos (pipas, maices, cacahuetes, etc).
Estos bienes de consumo intentan incorporar un atractivo emocional en los participantes
en nuestro experimento, despertar su interés, asi como cumplir una funciéon de
identificacion con el grupo de referencia. Es decir, son productos que conllevan un
mayor nivel de implicacioén y, como consecuencia de ello, un mayor esfuerzo cognitivo

en la toma de decisiones.

® Las respuestas se ven influidas por indicaciones en la pregunta.
® El formato de las preguntas cambia la prioridad de diferentes aspectos de la teoria cognitiva.
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Los precios de la primera situacion presupuestaria fueron extraidos de la realidad con el
objetivo de que éstos sirviesen como precios de referencia, tanto externos como
interno™, a los participantes del experimento. Para cada una de las diferentes situaciones
presupuestarias, con excepcion de la Gltima, hemos realizado una simulacién de los
precios de los distintos bienes con el objeto de aumentar el nimero de intersecciones de
los diferentes conjuntos presupuestarios y, en consecuencia, incrementar la potencia de
los diferentes tests no paramétricos utilizados para analizar las consistencia de las
decisiones de consumo de un consumidor. Para contrastar la homogeneidad de grado
cero de la funcion de demanda hemos considerado, de manera similar a lo realizado por
Sippel (1997) los mismos precios y la misma renta monetaria en la situacion
presupuestaria inicial y final. Los precios simulados para cada uno de los bienes estaban
limitados por unos precios reales de referencia minimo y méximo'!, siendo la
terminacion de cada uno de ellos 0, 5 y 9, dada la evidencia del uso de estas
terminaciones en los precios reales de las distintas economias. La renta monetaria vario

entre los 24 y los 36 euros en cada escenario.

En el segundo experimento intentamos dificultar lo méaximo posible el proceso de
eleccion racional haciendo que tanto los precios de cada uno los bienes como la renta
monetaria variaran muy poco de un escenario a otro. EIl conjunto de consumo también
estaba formado por 8 bienes: pipas, maiz gigante, almendras saladas, cacahuetes con
miel, revuelto de frutos secos, gominolas, avellanas y pistachos. La eleccion de estos
productos estuvo fundamentada por dos razones principalmente: En primer lugar, por
ser todos los bienes perfectamente divisibles. En segundo lugar, por la similitud en los
precios reales de estos bienes entre los diferentes establecimientos. Los precios fueron
simulados a partir de una matriz de compensacion tipo Slutsky y estaban limitados por
unos precios de referencia reales minimo y maximo resultantes de una muestra realizada
en la ciudad de Avila a 15 establecimientos diferentes. Los precios de la primera

situacion presupuestaria, de manera analoga a lo realizado en el primer experimento, se

19'|_os precios de referencia externos son los precios que recibe el consumidor a través de distintos canales
de informacion externos y que le sirven para efectuar comparaciones, refiriéndose al precio de la marca
lider o el més econémico.

1 En la mente de los consumidores existe generalmente una banda de precios aceptables para el nivel de
calidad del bien o servicio al que enfrenta su decisién de compra. Los precios que no pertenecen a dicha
banda por encontrarse fuera de ella, ya sea por ser demasiado bajos o demasiado altos, son considerados
insatisfactorios y consecuentemente se rechazan.
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correspondieron con los precios de estos bienes en uno de estos establecimientos de la
muestra que fue seleccionado aleatoriamente. La terminacién de cada uno de estos
precios fue 0 y 5, dada la evidencia del uso de estas terminaciones en los precios reales
de estos productos. La renta monetaria vario entre los 9.58 y los 10.36 euros en cada

escenario, siendo 10 euros la renta monetaria de la primera situacion presupuestaria.

5. Resultados empiricos

A continuacién, realizamos un analisis descriptivo de los resultados obtenidos en
nuestros experimentos. En el primer experimento observamos que el 67.2% de los
participantes violaron GARP, mientras que el 46.2% de los participantes del segundo
experimento también exhibié un comportamiento inconsistente con la hipétesis de la
maximizacion de la utilidad. En numerosos estudios empiricos, como hemos sefialado
con anterioridad, se ha comprobado la inconsistencia de las decisiones de consumo de
un consumidor con los diferentes axiomas de la preferencia revelada. Al hablar de
inconsistencia nos referimos a que el comportamiento observado del consumidor viola
el axioma generalizado de la preferencia revelada y, por consiguiente, sus observaciones
de consumo no proceden del correspondiente comportamiento optimizador (v. Battalio
(1973), Sippel (1997), Mattei (2000) y Février (2004) entre otros).

Desde el trabajo seminal de Afriat en 1973 sobre la eficiencia en el consumo, han
aparecido en la literatura econdmica multitud de indices que tratan de determinar el
nivel de coherencia de las decisiones de consumo realizadas por un consumidor (V.
Afriat (1973), Varian (1990), Swofford & Whitney (1987), Famulari (1995) y Gross
(1995) entre otros). Swofford & Withney (1987) y McMillan & Amoako-Tuffour (1988)
sugieren, como medida de eficiencia, comparar el nimero de observaciones de consumo
que violan el axioma generalizado de la preferencia revelada con el nimero maximo
posible. Famulari (1996), inspirandose en los trabajos de Swofford & Withney (1987) y
McMillan & Amoako-Tuffour (1988), proporciona un nuevo indice de eficiencia al
comparar el niamero de violaciones del axioma generalizado con el nimero de lotes de
bienes comparables por la relacion de preferencia revelada indirecta asociada al
conjunto de observaciones de consumo. Para incrementar la potencia del test anterior

Famulari realiza una restriccion del test anterior considerando sélo aquellas
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observaciones de consumo cuyo gasto™ sea similar. Resulta obvio que cuanto menor
sea tanto el indice de Swofford & Withney y como el indice de Famulari, mas eficiente
sera el consumidor en sus decisiones de consumo, y viceversa. Afriat (1973) y Varian
(1990) definen una medida de “eficiencia parcial” que se puede interpretar como una
medida estadistica de la bondad del ajuste del modelo maximizador de la utilidad. Para

todo conjunto {(p, % )ji, de observaciones de consumo se considera un conjunto
e=(e )i, de indices de eficiencia tal que 0<e <1, vt=1,--,n. La relacion de preferencia

revelada directa o indirecta asociada a (g, )|, se define de la siguiente manera:

Definicion 3 (Niveles de eficiencia) Sea (p,,%,), t=1---,n, una serie finita de datos de
demanda. Se dice que la cesta demandada x,se revela directamente preferida, al nivel

de eficiencia e, a x, y se denota por x,R%(e,)%, Si ep,% > P;X;.

Se dice que %, se revela directa o indirectamente preferida a x, bajo el vector de
“niveles de eficiencia” &y se denota por xR(e)x Si existen si existen X ,---X,

satisfaciendo x.R°(e, )%, , %, R"(e, )%, .- %, R%(e; )%

Con estas definiciones podemos describir el siguiente axioma de racionalidad del

comportamiento ante la demanda:

Definicion 3 (Varian; 1990) La serie finita de datos de demanda (p,.%,), t=1---,n,

satisface GARP(g) si paratodo %, y Xtal que xR(€)X,Se tiene e, psXs > PsX;.

Afriat (1973), a propuesta de H. Rubin, propuso usar una misma cota uniforme
0<e"<1en todas las observaciones de consumo. El indice critico ¢" de coste de
eficiencia'® (CCEI) se ha convertido tanto por su simplicidad en el calculo como por su
interpretacion econdmica, en la medida de eficiencia més utilizada en la literatura
econdmica para analizar la bondad del ajuste del modelo optimizador del consumidor.

Varian (1990) propone utilizar un e distinto en cada observacion de consumo vy

12 = o - - - - o o Lo -
Sea {( Pir X )}leun conjunto de observaciones de consumo. Se dice que el gasto asociado a X; y X; es similar si

ySéIOSi 2((m| —mj)/(ml +mj))S K,donde mi =ﬁiii y mj :EJYJ

3 Houtmann y Maks (1987) proponen un procedimiento basado en el método de la biseccién que permite
encontrar el mayor e~ donde los datos satisfacen GARP.
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encontrar los (e, ), que se aproximen mas a uno (en alguna norma). La funcién de

sobrecompensacion de Samuelson permite construir esta medida de eficiencia:

Definicion 7 Sea {(p,, % )jl_, un conjunto de observaciones de consumo y R la relacion de
preferencia revelada indirecta sobre este conjunto. Se considera la funcion m de
{(p., %I, en %, definida por:

m(p,X,R)=inf px
YRX

A m se le denomina funcion generalizada de compensacion.

El siguiente conjunto de “indices de eficiencia” permite determinar el grado de
coherencia de las decisiones de consumo de un individuo, ademas de precisar qué

observaciones son las causantes de esta falta de coherencia.

Definicion 8 (Varian, 1990) Sea {(p,,% )i, un conjunto de observaciones de consumo.
Llamaremos indice de eficiencia de Varian al conjunto de indices, i= (i), , tal que

it:M, Vt=1--.n (5)

PeX;
A partir del conjunto de indices de eficiencia i=(i, ), se puede construir de manera

natural la siguiente medida de la bondad del ajuste del modelo maximizador de la

utilidad definida por: i El conjunto de observaciones de consumo {(p,,%, )}

=il
Jn

satisface GARP si y sblo si i"=1. Ademds, 0<i"<1 para todo conjunto de

observaciones de consumo inconsistente con GARP. El consumidor sera mas eficiente

cuanto mayor sea el valor de i".
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La siguiente tabla muestra el nimero y porcentaje de los participantes inconsistentes del
primer experimento para diferentes indices de Afriat. Ademas, muestra los resultados en

promedio de las diferentes medidas de eficiencia consideradas.

EXPERIMENTO I.1

PARTICIPANTES VIOLANDO CARP

et =1 e* — 0,00 e* — 0,08 e* = 0,07 e* — 0,96 e — 0,05
Hombres 156 (73.58%) 121 (57.07 %) a1 (42.92%) 62 (20.24%) 44 (20075 %) 39 (18.40%)
Mujeres 80 (62.49 %) G0 (47.24 %) 46 (36.227%,) 26 (20,47 %) 1% (13.38%) 10 (07 &7 T)

INDICES DE EFICIENCIA

Varian's index Famulari's index Swofford’s index Afriat’s index obs. incons. num. viol.
Hombres 09329 00613 00418 09773 5.20067 15.1801
MMujeras 09862 0.0505 0.0336 09834 4.3203 13,7969

FPROMEDIO DE VIODLACIONES GARP

et =1 et = 0,90 et = 0,98 et = 0,97 et = 0,96 et =095
Hombres 151801 8.2275 52654 31801 1.7820 1.1754
Mujeres 13,7960 8.33K0 380954 1.7500 1.1328 0.67149

FROMEDIO DE VIOCLACIONES SARP

et =1 et — 0,00 e* — 0,08 et — 0,07 et — 0,06 et — 0,05
Hombres 169384 82275 52654 31801 1.7820 1.1754
Mujeres 15.2734 83350 3.8954 1.7500 1.1328 0.6719

FROMEDIO DE VIOLACIONES WARF

et =1 e* = 0,00 e* = 0,08 e* = 0,07 e* = 0,06 e* =0,05
Hombres  7.7725 3.7251 24360 1.3555 0.900% 05782
Mujeres G187 3.1562 1.8750 10781 0.7187 0.3438

La tabla anterior exhibe un porcentaje'® de participantes inconsistentes (73.5% hombres,
63.5% mujeres y 69.8% total) superior al exhibido en otros experimentos. Sippel (1997)
obtuvo un 41.7% y un 63.3% de participantes inconsistentes en su primer y segundo
experimento respectivamente. Mattei (2000) en tres experimentos con 8 bienes y 20
situaciones presupuestarias diferentes obtuvo un porcentaje de “participantes
inconsistentes” igual al 25%, 44% y 32% en su primer, segundo Yy tercer experimento
respectivamente. Février (2004) obtuvo sélo un 29% de participantes inconsistentes,
aungue este porcentaje no es muy significativo debido al reducido numero de
situaciones presupuestarias que considera en su estudio. Los resultados del primer
experimento muestran como las mujeres presentan en promedio un nivel de eficiencia

superior al exhibido por los hombres en sus decisiones de consumo.

1 Entre los participantes inconsistentes incluimos a los 13 participantes (8 hombres y 5 mujeres) que,
habiendo mostrado un comportamiento inconsistente con la teoria neoclésica de la demanda, presentan un
indice de Afriat superior a 0.99999; los cudles podrian ser considerados como individuos “consistentes”
con GARP.
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En la literatura economica existen varias evidencias que sugieren que la diferencia de
género en el comportamiento econdmico de un individuo disminuye entre aquellos
participantes que posean la misma formacién econémica y que conozcan los postulados
de los diferentes modelos econdmicos (v. Cadsby y Maynes (1994) y Powell y Ansic
(1997) entre otros). Para analizar esta hipdtesis limitamos nuestro estudio a los 67
estudiantes de Economia y Administracion y Direccion de Empresas que han realizado
el experimento. En la siguiente tabla presentamos un anélisis descriptivo de los
resultados obtenidos en el segundo experimento.

EXPERIMENTO L2 (ADE, ECONOMIiA)

FARTICIPANTES VIOLANDO GARP

et =1 e* =0,99 e* =0,08 e* = 0,07 e* = 0,06 e* = 0,05
Hombres 17 (50.00 %) 10 (29.41 %) 8 (23.58%) 5 (1470 %) 3(08.82%) 3 (08.827)
Mujeres 14 (42,42 %) 9 (2727 %) 8 (24.24%) 3 (09.09 %) 2(06.06%) 0 (00.00%)

INDICES DE EFICIENCIA

Varian®s index Famulari®s indesx Swofford's index Afriat’s index obs. cons. nurm. viol.
Hombres 0.9955 0.0154 0.0108 098387 2.1429 3.9429
MMujeres 0.9956 0.0223 0.0142 09918 2.3438 h.0313

FROMEDIO DE VIOLACIONES GARP

e =1 e* =0,99 e* =0,08 e* = 0,07 e* = 0,06 e* = 0,05
Hombres  3.9429 2.0286 1.0857 05714 0.3420 0.1714
Mujeres  5.0313 11875 0.6875 0.187% 0.1250 0.0000
FROMEDIO DE VIOLACIONES SARF

et =1 e* =0,99 e* =0,08 e* = 0,07 e* = 0,06 e* = 0,05
Hombres  4.9714 2.0286 1.0857 05714 0.3420 0.1714
Mujeres 50633 11875 0.6875 0.187% 0.1250 0.0000
FPROMEDIO DE VIOLACIONES WARP

et =1 e* =0,99 e* =0,08 e* = 0,07 e* = 0,06 e* = 0,05
Hombres  3.6000 1.3714 0.8000 0.4000 0.2857 0.1714
Mujeres 33750 09375 0.6250 01875 0.1250 0.0000

En la tabla anterior observamos cémo el porcentaje’® de “participantes inconsistentes”
es similar entre los participantes varones (48.5%) y entre las mujeres (43.7%). Ademas,
observamos como el grado de coherencia de las decisiones de consumo efectuadas tanto
por los participantes varones como por las mujeres es bastante similar, lo que hace
pensar en la no existencia de diferencias de género entre aquellos individuos que posean

una formacién econdmica similar y que estén familiarizados con los diferentes modelos

15 Entre los participantes inconsistentes incluimos a los 4 participantes (1 hombre y 3 mujeres) que cursan Economia
0 ADE que, habiendo mostrado un comportamiento inconsistente con la hip6tesis de la maximizacién de la utilidad,
presentan un indice de Afriat superior a 0.9999.
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econémicos. Con el objeto de corroborar o rechazar esta suposicion realizamos el
segundo experimento descrito en la seccion anterior a estos mismos estudiantes de

Economia y Administracion de Empresas.

Los resultados de este experimento se muestran en la siguiente tabla.

EXFERIMENTO II

PARTICIPANTES VIOLANDO GARP

et =1 e* = 0,00 e* = 0,08 e* =007 e* = 0,96 e* = 0,08
Hombres 23 (67.65%) 13 (38.23 %) 10 (20.41 %) 3 (08.82%) 0 (00.00%) 0 (00.00%)
Mujeres 18 (54.54 %) 10 (27.78%) 6 (18.18 %) 2 (06.06 %) 0 (00.00%) 0 (00.00%)

IiNDICES DE EFICIENCIA

WVarian’s index Famulari’s index Swofford’s index Afriat’s index obs. incons. num. viol.
Hombres 0.9401 0.0401 0.0886 0.9905 4.6765 19,3539
Mujeres 09867 0.1332 01314 0.9916 5.2424 23.3939

PROMEDIO DE VIOLACIONES GARP

et =1 et = 0,09 et = 0,98 e* =0,97 et = 0,96 et = 0,08
Hombres 19,3520 T.2047 1.8520 0.3529 0.0000 00000
Mujeres 23.3030 G.GEGT 2.0902 0.4242 0.0000 0.0000

PROMEDICO DE VIOLACIONES SARP

e* =1 e* = 0,99 e* = 0,95 e* =097 e* = 0,96 e* = 0,08
Hombres 19,3520 T.2047 1.8520 0.3529 0.0000 00000
Mujeres £3.3030 G.EGGT 2.0000 0.4242 0.0000 0.0000

PROMEDICO DE VIOLACIONES WARF
e* =1 e* = 0,04 e* = 0,95 e* =097 e* = 0,96 e* = 0,05

Hombres 6.2041

3 07089 0.2353 0.0000 0.0000
Mujeres a.4848 1

38
0 00607 0.3030 0.0000 00000

Los resultados del segundo experimento muestran un porcentaje de participantes
inconsistentes superior en los hombres (67.6%) que en las mujeres (54.5%), aunque
éstos parecen presentar un mayor grado de eficiencia en sus decisiones de consumo que
las mujeres al presentar, en promedio mayores indices de Afriat-Varian y menores
indices de Swofford, Famulari y un menor numero tanto de observaciones
inconsistentes como de violaciones con el axioma generalizado de la preferencia

revelada.

El porcentaje de “participantes inconsistentes” es superior al encontrado en anteriores
experimentos de la teoria del consumidor®. En el primer experimento observamos

como el 69% de los participantes muestra un comportamiento inconsistente. Sin

16 yéanse los trabajos realizados por Mattei (2000), Sippel (1997) y Février (2004) entre otros.
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embargo, en este experimento el porcentaje de “participantes inconsistentes” entre los
estudiantes de Economia y Administracion y Direccion de Empresas es similar al
exhibido en otros experimentos previos, a pesar de no proporcionar ningun tipo de
incentivo -monetario 0 no- a nuestros participantes. En el segundo experimento,
realizado sobre los mismos 67 alumnos, apreciamos un aumento en el porcentaje de
participantes inconsistentes entre los hombres (48.5% vs 67.6%) y entre las mujeres
(43.7% vs 54.5%). Estos participantes tenian en ambos experimentos la misma
motivacion intrinseca’’, por lo que es posible que en el primer experimento los
contrastes no paramétricos de la preferencia revelada no recojan los posibles

comportamientos inconsistentes.

La siguiente tabla muestra el andlisis de la sensibilidad efectuado donde podemos
apreciar una elevadisima fiabilidad -muy proxima al 100%- de los tests no paramétricos
utilizados en ambos experimentos. Como consecuencia de ello, podemos afirmar que
muy probablemente este aumento en el porcentaje de “participantes inconsistentes” esté

ocasionado por la existencia de umbrales en la percepcion®® de individuo.

Tests comportamiento aleatorio Niuimero de simulaciones: 50000
Individuos que violan CARP (Experimento I)

e* =1 e* = 0,90 e* = 0,08 e* = 0,97 e* = 0,96 e* = 0,95
Random money choice 07.99 7 B6.70 7 64.83 % 40,090 7, 22.23 % 11.43 7
Random goods choice 09.74 % 05.83 % BT.11% 658.60 %% 46.46 % 28.00%
G .M.N.H. 09.48 % 095.22 % B2.88% 62.7T3% 41.14% 24.11 %
Bronars® Test 08.46 % B5.04 % 66.25 % 42.99 % 24.54% 12.68 %

Individuos que violan GARP (Experimento II)

et =1 e*¥ = 0,99 e* = 0,08 e* = 0,97 e* = 0,96 e*
Random money choice 05.00 &% 8446 31.01% 7.37 T 1.57%
Random goods choice 09.98 % 86.09 % 20.58 % 6.08 % 1.13%
G.M.N.H. 09.98 &% 01.72% 45.01 % 12.99 % 3.14'%
Bronars' Test 99.93 % 84.76 % 32.356% 8.12% 1.83%

En una revision bibliografica sobre la influencia de los incentivos en las decisiones
econdmicas de un individuo, Camerer (1999) afirma que “The data show that incentives
sometimes improve performance, but often don't. This unsurprising conclusion implies
that we should immediatily push beyond debating the carricatured positions that
incentives always help or never help”. A pesar de la existencia de evidencias

contradictorias sobre la influencia de los incentivos en los resultados experimentales, el

1" En ambos estudios no se les proporciond ningln tipo de incentivo y los experimentos se realizaron uno a
continuacion del otro.

18 \/éanse entre otros los trabajos de McFadden (1999, 2001) sobre diferentes aspectos psicolégicos en las decisiones
de eleccion de un individuo.
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elevado porcentaje de “participantes inconsistentes” ha podido estar ocasionado por la
inexistencia de incentivos en nuestro experimento econdémico. Para responder a esta
hipdtesis formulada, analizaremos si los participantes de nuestros experimentos han
presentado un comportamiento aleatorio en sus elecciones de consumo. Para ello,
realizamos 50000 simulaciones de Montecarlo para cada uno de los “modelos de
comportamiento aleatorio del consumidor” considerados en la tercera seccion y
realizamos, a partir de los datos obtenidos en las simulaciones, un contraste no
paramétrico de independencia de dos muestras para contrastar la hipétesis nula de la no
existencia de diferencias de comportamiento entre los participantes de nuestros
experimentos y los resultados obtenidos a partir de las diferentes simulaciones de

Montecarlo efectuadas.

La siguiente tabla exhibe los resultados de los contrastes no paramétricos de
independencia de dos muestras de Kolmogorov-Smirnov y de Mann-Whitney para cada
uno de los diferentes modelos de comportamiento aleatorios de un consumidor
considerados. Nuestros resultados permiten rechazar la hip6tesis nula de la no existencia
de diferencia de comportamiento entre los 50000 individuos con comportamiento

aleatorio y los participantes de nuestros experimentos.

Experimento I
Num. Statistic M-W Prob. M-W Statistic K-8 Prob. K-8
Part. Sim. Afriat Varian Afriat Varian Afriat Varian Afriat Varian
Participantes — — — — — — — — — —
Random money choice 330 50000 -11.234 -12.030 0.000 0.000 6.622 T.228 0.000 0.000
Random goods choice 339 50000 -17.813 -10.954 0.000 0.000 9.198 10.693 0.000 0.000
G.M.N.H. 330 50000 -16.807 -17.508 0.000 0.000 B.T65 0.863 0.000 0.000
Bronars' Test 339 50000 -11.559 -12.260 0.000 0.000 6.654 T.03T 0.000 0.000
Num. Statistic M-W Prob. M-W Statistic K-8 Prob. K-S
Part. Sim. Incon. Swof. Incon. Swof. Incon. Swof. Incon. Swof.
Participantes — — — — — — — — — —
Random money choice 330 50000 -13.852 -13.681 0.000 0.000 T.484 T.546 0.000 0.000
Random goods choice 339 50000 -21.037 -21.410 0.000 0.000 10.734 10.893 0.000 0.000
G.M.N.H. 339 50000 -19.703 -19.6156 0.000 0.000 10.206 10.021 0.000 0.000
Bronars' Test 339 50000 -13.965 -13.781 0.000 0.000 T.484 T.536 0.000 0.000
Experimento IT
Num. Statistic M-W Prob. M-W Statistic K-8 Prob. K-S
Part, Sim. Afriat Varian Afriat Varian Afriat Varian Afriat Varian
Participantes — — — — — — — — — —
Random money choice 67 50000 -T.436 -B.40 0.000 0.000 4488 4.932 0.000 0.000
Random goods choice 67 50000 -7.430 -8.444 0.000 0.000 4.641 5.137 0.000 0.000
C.M.N.H. 67 50000 -8.443 -9.301 0.000 0.000 4.941 5.37T 0.000 0.000
Bronars® Test 67 50000 -7.580 -8.453 0.000 0.000 4.536 4.936 0.000 0.000
Num. Statistic M-W Prob. M-W Statistic K-8 Prob. K-S
Part, Sim. Incon. Swof. Incon. Swof. Incon. Swof. Incon. Swof.
Participantes — — — — — — — — — —
Random money choice 67 50000 -10.900 -10.440 0.000 0.000 5.565 5.450 0.000 0.000
Random goods choice 67 50000 -11.683 -11.390 0.000 0.000 5.081 5.976 0.000 0.000
G.M.N.H. 67 50000 -11.780 -11.384 0.000 0.000 6.017 6.037 0.000 0.000
Bronars' Test 67 50000 -10.950 -10.405 0.000 0.000 5.614 5.416 0.000 0,000
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Los resultados del primer experimento sugieren la existencia entre la poblacién general
de diferencias de comportamiento en el consumo. En efecto, el porcentaje de
“participantes inconsistentes” en el primer experimento es sensiblemente superior entre
los estudiantes varones (73.5%) que entre las mujeres (63.5%). Ademas, las mujeres
presentan un mayor grado de coherencia en sus decisiones de consumo que los hombres,
dado que éstos ultimos presentan en promedio un menor indice de Afriat, un menor
indice de Varian, un mayor indice de Famulari, indice de Swofford, de observaciones
inconsistentes y de violaciones y, por tanto, un menor grado de eficiencia en sus
decisiones de consumo. Sin embargo, no esta tan clara esta diferencia de
comportamiento entre aquellos individuos que poseen una formacion econdémica similar
y conocen los postulados de la teoria econémica. Entonces, resulta natural plantearse las
siguientes preguntas: ¢existen diferencias de género en el proceso de eleccion de un
consumidor? En caso afirmativo, ¢son estadisticamente significativas estas diferencias
de género? Para responder a estas preguntas realizamos dos contrastes de hipotesis no
paramétricos de independencia de dos muestras, el test de Kolmogorov-Smirnov y el
test de Mann-Whitney para cada uno de los indices de eficiencia considerados. Los

resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Experimento I.1

Participantes Stat. M-W Prob. Stat. K-8 Prob.

H M
Afriat's index 212 127 -2.3534 0.020 1.551 0.016
Varian’s index 212 127 -1.797 0.072 1.060 0.211
Famulari’s index 212 127 -1.903 0.053 1.216 0.104
Swofford’s index 212 127 -2.002 0.036 1.284 0.074
Inconsistent number 212 127 -1.047 0.052 1.122 0.161

Experimento 1.2

Participantes Stat. M-W Prob. Stat. K-8 Prob.

H M
Afriat's index 34 33 -0.806 0.370 0.565 0.906
Varian’s index 34 33 -0.203 0.7T6% 0.507 0.959
Famulari’s index 34 33 -0.325 0.745 0.397 0.097
Swofford’s index 34 33 -0.177 0.860 0.437 0.091
Inconsistent number 34 33 -0.232 0.816 0.390 0.959

Experimento IT

Participantes Stat. M-W Prob. Stat. K-S Prob.

H M
Afriat's index 34 33 -0.575 0.565 0.580 0.8330
Varian’s index 34 33 -0.258 0.706 0.9118 0.377
Famulari’s index 34 33 -0.303 0.762 0.667 0.767
Swofford’s index 34 33 -0.341 0.733 0.667 0.767
Inconsistent number 34 33 -0.120 0.8397 0.66T 0.767
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La tabla anterior muestra como entre la poblacion general las mujeres son mas
eficientes -en promedio- en sus decisiones de consumo que los hombres y existen
diferencias de género en el grado de racionalidad de las elecciones de consumo
realizadas por un individuo. Sin embargo, en el primer experimento podemos colegir
aproximadamente con una de probabilidad de 0.98 la no existencia de diferencias de
género entre aquellos individuos que poseen una formacién econémica similar y que
conocen los postulados de los diferentes modelos econdémicos, mientras que en el
segundo experimento lo podemos afirmar con wuna probabilidad de 0.8
aproximadamente. En relacion con la existencia de diferencias en el grado de eficiencia
en el consumo, podemos asegurar con una probabilidad de 0.75 aproximadamente la no
existencia de diferencias de género en el grado de coherencia de las decisiones de
consumo efectuadas por los estudiantes de Economia o Administracion de Empresas.

6. Conclusion

En este trabajo hemos obtenido resultados contradictorios en relacion con la existencia
de diferencias de género en el grado de coherencia de las elecciones de consumo de un
individuo. Considerando la poblacién en general hemos encontrado que las mujeres son
consumidores mas eficientes que los hombres. Sin embargo, no existen diferencias de
género entre individuos que poseen una formacion similar y estan familiarizados con los
postulados de la teoria pura del comportamiento del consumidor. Los resultados
obtenidos, al igual que sucede en anteriores experimentos de la teoria del consumidor (v.
Sippel (1997), Mattei (2000) y Février (2004) entre otros) no son muy favorables con la

teoria del comportamiento del consumidor.

A pesar de la inexistencia de incentivos, hemos demostrado que los participantes en los
experimentos han tenido el suficiente grado de motivacion intrinseca que les ha llevado
a realizar elecciones de consumo “casi consistentes” con la teoria neoclésica de la
demanda. Camerer (1999) en una revision bibliografica sobre la influencia de los
incentivos en los resultados experimentales afirma que “los incentivos a veces ayudan a
obtener mejores resultados pero en otras ocasiones no”. No podemos afirmar

rotundamente que el numero de participantes inconsistententes, y el nimero de
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violaciones, con los diferentes axiomas de la preferencia revelada, hubiera sido menor si
hubiésemos utilizado incentivos monetarios en la realizacion de nuestros experimentos,
ya que siempre es posible sugerir que el comportamiento de un consumidor se
aproximaria mas al modelo optimizador de la utilidad si se aumentaran los incentivos.
Pero, ¢cual deberia ser el pago con el que debemos de incentivar a los participantes para
eliminar todas estas anomalias? Vernon Smith (1982) propone para que los
experimentos “funcionen” que exista un procedimiento de valor inducido en el disefio
de los experimentos. Asi, plantea una metodologia de realizacion de experimentos
donde los participantes muestren deseos de insaciabilidad, obtengan recompensas
suficientemente altas y obvias, exista una restriccion a la comunicacion entre sujetos,
etc. Sin embargo, admite que los preceptos anteriores no pueden garantizar ninguna
correspondencia entre recompensas monetarias observables y preferencias que, en
principio, no son “directamente observables”. Tampoco podemos afirmar la existencia
de una correlacion (positiva o negativa) entre la presencia de incentivos y las diferencias
de género en el comportamiento racional de un consumidor en un contexto determinista

y en un ambiente sin riesgo como en el que nos encontramos.

Referencias

[1] Afriat, S.N. (1965) The equivalence in two dimensions of the strong and weak
axioms of revealed preference. Metroeconomica, Vol. 17, 24-28.

[2] Afriat, S.N. (1967) The construction of utility functions from expenditure data.
International Economic Review 8(1), 67-77.

[3] Afriat, S.N. (1973) On a system of inequalities in demand analysis: An extension of
the classical method. International Economic Review, Vol. 14(2), 460-472.

[4] Andreoni, J. & Miller, J.H. (2002) Giving According to GARP: An Experimental
Test of the Consistency of Preferences for Altruism. Econometrica, Vol. 70(2), 737-753.
[5] Battalio, R.C. et al. (1973) A Test of consumer demand theory using observations of
individual consumer purchases. Western Economic Journal Vol. X1, 411-428.

[6] Battalio, R.C., Dwyer, G.P. & Kagel, J.H. (1987) Tests of competing theories of
consumer choice and the representative consumer hypothesis. The Economic Journal,
Vol. 97, 842-856.

[7] Baxter, S., Lansing, M. (1983) Women and Politics: The visible majority. Ann
Arbor, MI: University of Michigan Press.

[8] Becker, G. (1962) Irrational Behavior and Economic Theory. Journal of Political
Economy, Vol. 70, 1-13.

[9] Binmore, K. (1999) Why experiment in economics?. Ecnonomic Journal, Vol.
109(2), F16-24.

22



[10] Bromiley, P., Curley, S. (1992) Individual difference in risk taking. In: Yates, J.F.
(Ed.), Risk Taking Behaviour. Wiley, Chichester, UK.

[11] Bronars, S. (1987) The Power of Nonparametric Tests of Preference Maximization.
Econometrica, Vol. 55 (3), 693-698.

[12] Brown-Kruse, J., Hummels, D. (1993) Gender effects in laboratory public goods
contribution: do individuals put their money where their mouth is? Journal of Economic
Behavior and Organization, Vol. 22, 255-267.

[13] Cadsby, C.B., Maynes, E. (1994) Threshold public goods games: New
experimental evidence, University of Guelph. Working Paper 1994-4.

[14] Cadsby, C.B., Maynes, E. (1998a) Gender and free riding in a threshold public
goods game: experimental evidence. Journal of Economic Behavior and Organization,
Vol. 34, 603-620.

[15] Camerer, C.; Hogarth, H. (1999) The effects of financial incentives in experiments:
A Review and capital-labor-production framework. Journal of Risk and Uncertainty,
Vol. 19(1), 7-42.

[16] Chant, J.F. (1963) Irrational behavior and economic theory: a comment. Journal of
Political Economy, Vol. 71, 505-510.

[17] Cooperstock, R., Parnell, P. (1982) Research on psychotropic drug use: a review of
findings and methods. Social Science and Medicine, Vol. 16, 1179-1196.

[18] Diewert, E. (1973) Afriat and revealed preference theory. Review of Economic
Studies, Vol. 40, 419-426.

[19] Eagly, A., Crowley, M. (1986) Gender and helping behavior: a meta-analytic
review of the social psychological literature. Psycological Bulletin, VVol. 100, 283-308.
[20] Eagly, A., Karau, S., Makhijani, M. (1995) Gender and the effectiveness of leaders:
A meta-Analysis. Psychological Bulletin, Vol. 117(1), 125-145.

[21] Eagly, A. (1995) The science and politics of comparing women and men. American
Psychologist, Vol. 50(3), 145-158.

[22] Eckel, C., Grossman, P. (1996) The relative price of fairness: gender differences in
a punishment game. Journal of Economic Behavior and Organization, Vol. 30, 143-158.
[23] Eckel, C., Grossman, P. (1998) Are women less selfish than men? Evidence from
dictator experiments. The Economic Journal, VVol. 108, 726-735.

[24] Eckel, C., Grossman, P. (2001) Chivalry and solidarity in ultimatum games.
Economic Inquiry, Vol. 39, 171-188.

[25] Eckel, C., Grossman, P. (2004) Differences in the economic decisions of men and
women: experimental evidence. Unpublished manuscript (forthcoming in Plott, C.,
Smith, V. (Eds.), Handbook of Results in Experimental Economics. North-Holland,
New York).

[26] Famulari, M. (1995) A household-based, nonparametric test of demand theory. The
Review of Economics and Statistics 77(4), 372-382.

[27] Fengler, M. & Winter, J. (2001) Psychological pricing points and price adjustment
in German retail markets, mimeo, Mannheim Universitat.

[28] Ferber, M. (1995) The study of economics: a feminist critique. American
Economic Review, Vol. 85 (2), 357-361.

[29] Février P., Visser M. (2004) A Study of Consumer Behavior Using Laboratory
Data. Experimental Economics, Vol. 7(1), 93-114.

[30] Frank, R., Gilovich, T., Regan, D. (1993) Does studying economics inhibit
cooperation?. Journal of Economic Perspectives, Vol. 7(2), 159-171.

23



[31] Gale, D. (1960) A Note on Revealed Preference. Economica, Vol. 27(108), 348-
354.

[32] Gilligan, C. (1982) In a Different Voice: Psychological Theory and Women's
Development. Harvard University Press, Cambridge, MA.

[33] Goertzel, T. (1983) The gender gap: sex, famil income, and political opinions in
the early 1980's. Journal of Political and Military Sociology, Vol. 11, 209-222.

[34] Gottfredson, M., Hirschi (1990) A general theory of crime. Standford, CA:
Standford University Press.

[35] Gross, J. (1995) Testing data for consistency with revealed preference. The Review
of Economics and Statistics 77(4), 701-710.

[36] Harbaugh, W., Krause K. & Berry, T. (2001) GARP for kids: On the development
of rational choice behavior. American Economic Review, Vol. 91(5), 1539-1545.

[37] Harrison, G. (1989) Theory and misbehavior of first-price auctions. American
Economic Review, Vol. 79(4), 749-762.

[38] Holdershaw, J., Gendall, P. & Garland, R. (1997) The Widespread Use Of Odd
Pricing In The Retail Sector. Marketing Bulletin, Vol. 7, 53-58.

[39] Houthakker, H. (1950) Revealed Preference and the Utility Function. Economica,
Vol. 17, 159-174.

[40] Houtman, M. & Maks, J. (1987) The existence of homothetic utility functions
generating dutch consumer data. Working Paper. University of Groningen.

[41] Isaac, R., McCue, K., Plott, C. (1985) Public goods provision in an experimental
market. Journal of Public Economics, Vol. 26, 51-74.

[42] Jianakoplos, N., Bernasek, A. (1998) Are women more risk averse? Economic
Inquiry, Vol. 36, 620-630.

[43] Kagel, J.H., Rachlin, H. & Green, L. (1981) Demand curves for animals
consumers. Quaterly Journal of Economics, Vol. 66, 1-15.

[44] Kagel, J. & Roth, A. (1995) The Handbook of Experimental Economics. Princeton,
Princeton University Press.

[45] Kandel, D., Logan, J. (1984) Patterns of drug use from adolescence to young
adulthood: periods of risk for initiation, continued use, and discontinuation. American
Journal of Public Health, Vol. 74, 660-666.

[46] Kamiya, D. (1963) A Note on the Strong Axiom of Revealed Preference, Vol.
30(117), 83-84.

[47] Landsburg, S. (1981) Taste change in the United Kingdom, 1900-1955. Journal of
Political Economy, Vol. 89(11), 92-104.

[48] Loomes, G. (1999) Some lessons from past experiments and some challenges for
the future. Economic Journal, VVol. 109(2), F35-F45.

[49] Mattei, A. (1994) La Coherence des Choix des Cosommateurs Suisses. Revue
Suisse d'Economie Politique et de Statistique, Vol. 30, 3-20.

[50] Mattei, A. (2000) Full-scale real tests of consumer behavior using experimental
data. Journal of Economic Behavior and Organization, Vol. 43, 487-497.

[51] Mason, C., Phillips, O., Redington, D. (1991) The role of gender in a non-
cooperative game. Journal of Economic Behavior and Organization, Vol. 15, 215-235.
[52] McFadden, D. (1999) Rationality for Economists? Journal of Risk and Uncertainly,
Vol. 19 (1-3), 73-105.

[53] McFadden, D. (2001) Economic choices. American Economic Review, Vol.
91(3),351-378.

24



[54] Nelson, J. (1995) Feminism and economics. Journal of Economic Perspectives, Vol.
9(2), 131-148.

[55] Nowell, C., Tinkler, S. (1994) The influence of gender in a non-cooperative game.
Journal of Economic Behavior and Organization, Vol. 25, 25-36.

[56] Powell, M., Ansic, D. (1997) Gender differences in risk behaviour in financial
decision-making: An experimental analysis. Journal of Economic Psychology, Vol.
18(6), 605-628.

[57] Powell, M., Ansic, D. (1999) Gender differences in financial decision-making: a
new approach for experimental economic analysis. Unpublished manuscript (presented
at the AEA Conference, New York, January 1999).

[58] Rose, H. (1958) Consistency of Preference: The Two-Commodity Case. Review of
Economic Studies, Vol. 24, 124-125.

[59] Samuelson, P. (1948) Comsuption Theory in Terms of Revealed Preference.
Economica, Vol. 15, 243-253.

[60] Scarf, H.E., Fostel, A., & Todd, M.J. (2004) Two New Proofs of Afriat's Theorem.
Economic Theory, Vol. 24(1), 211-219.

[61] Schubert, R., Brown, M., Gysler, M., Brachinger, H. (1999) Financial decision
making: are women really more risk averse? American Economic Review (Papers and
Proceedings), VVol. 89, 381-385.

[62] Seguino, S., Stevens, T., Lutz, M. (1996) Gender and cooperative behavior:
economic man rides alone. Feminist Economics, Vol. 2, 1-21.

[63] Sippel, R. (1997) An Experiment On The Pure Theory Of Consumer's Behaviour.
The Economic Journal, VVol. 107, 1431-44.

[64] Smith, V.L. (1982) Microeconomic Systems as an Experimental Science.
American Economic Review, Vol. 72, 923-955.

[65] Starmer, C. (1999) Experimental Economics: Hard Science or Wasteful Tinkering?.
Economic Journal, Vol. 109(29), F5-F15.

[66] Stockard, J., Van de Kragt, A., Dodge, P. (1988) Gender roles and behavior in
social dilemmas: are there sex differences in cooperation and in its justification? Social
Psychology Quarterly, Vol. 51(2), 154-163.

[67] Strober, M. (1994) Rethinking economics through a feminist lens. American
Economic Review, Vol. 84(2), 143-147.

[68] Swofford, J. & Whitney, G. (1987) Nonparametric Tests of Utility Maximization
and Weak Separability for Consumption, Leisure and Money. Review of Economics
and Statistics, Vol. 69(3), 458-64

[69] Unger, R. (1990) Imperfect reflections of reality: Psychology constructs gender. In:
Hare-Mustin, R., Marecek, J. (Eds), Making a Difference; Psychology and the
Construction of Gender. Yale University Press, New Haven, USA.

[70] Usuegi, T., Vinacke, E. (1963) Strategy in a feminine game. Sociometry, Vol. 26,
75-88.

[71] Varian, H. (1982) The nonparametric approach to demand analysis. Econometrica,
Vol. 50(4), 945-971.

[72] Varian, H. (1990) Goodness-of-fit in optimizing models. Journal of Econometrics,
Vol. 46, 125-140.

[73] Vinacke, E. (1959) Sex roles in a three-person game. Sociometry, Vol. 22, 343-360.

25



UNA EXPLICACION DEL COMPORTAMIENTO ERRATICO DEL
INTERVALO DE WALD EN EL MODELO BINOMIAL

JESUS BASULTO SANTOS
e-mail: basulto@us.es

FCO. JAVIER ORTEGA IRIZO
e-mail: fjortega@us.es

JOSE ANTONIO CAMURNEZ RUIZ
e-mail: camunez@us.es

Departamento de ECONOMIA APLICADA |
UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Area temética; Métodos cuantitativos

Resumen

Es conocido que el intervalo de Wald para estimar la proporcion de éxito en una distribucién binomial presenta un comportamiento
muy erratico con respecto a su probabilidad de cubrimiento al hacer variar los parametros n y p. Habitualmente se ha considerado que
este comportamiento es “esencialmente impredecible”. Sin embargo, el analisis de la causa de estos descensos permite obtener una
férmula que proporciona, fijado p, todos los valores de n en los que se produce un brusco descenso de la probabilidad de
cubrimiento. Dicho analisis también permite comprender por qué el intervalo de Wilson presenta un comportamiento menos erratico
que el de Wald.

Palabras clave: Distribucion Binomial, Probabilidad de Cubrimiento, Valor Nominal, Intervalo de Wald, Intervalo de
Wilson.

Abstract

The erratic behaviour of the coverage probability of the Wald interval of a binomial proportion has previously been remarke on the
literture. In addition, “unlucky" values of n again arise in the same “unpredictable” way. In section 4, we present an explication on
the “unlucky” of n and, also, we propos a method to calculate, fixed p, the values of n where significant change in coverage
probability occurs. From the analysis of the Wald interval, we show that the performance the Wilson interval is less erratic.

Key words: Binomial Distribution, Coverage Probability, Nominal value, Wald interval, Wilson Interval.



1. Introduccion
En muchos libros de estadistica se suele proponer el siguiente intervalo de Wald,

~ _ ~ ~ANT1/2 . . - ,
ptz,n l’z[p(l— p)] , como un intervalo de confianza para estimar el pardmetro pde la
2

L . X . ~
distribucion binomial, y donde p=— es la proporcion en una muestra de tamafio n, z, es el
n -
2

percentil 100(1—(;] de una distribucion normal (0,1) y 1—« es el coeficiente de confianza o valor

nominal. Este intervalo es evaluado por medio de muestras aleatorias, de tamafio n, generadas por

una distribucion binomial con parametro p. Un criterio para evaluar este intervalo de Wald es

calcular la probabilidad con que el intervalo aleatorio de Wald cubre el valor del pardmetro p. A
medida que la probabilidad de cubrimiento se aleja del valor nominal, el intervalo de Wald sera
poco Util, caso de que el valor de cubrimiento sea mucho mas pequefio que el valor nominal o de
amplitud no 6ptima, caso de que la probabilidad de cubrimiento sea mucho mayor que el valor

nominal.

Si la probabilidad de cubrimiento del intervalo de Wald lo representamos por la expresion

c(p,n), entonces afirmar que el intervalo de Wald, con valor nominal 1-«, es eficaz es

equivalente a que c(p,n)=1-« , para los valores del parametro pe[0,1] y n>1.

En esta y la siguiente parte del trabajo vamos calcular las probabilidades de cubrimiento del
intervalo de Wald, con un valor nominal de 0.95, cuando variamos los tamarios de la muestra, n, y

el valor del parametro p. Seguiremos el trabajo Brown, Cal y Dasgupta (2001), donde los autores

sefialan los hechos siguiente: (a) Hay pares de valores (p,n), “con mucha suerte”, es decir, con

probabilidades de cubrimiento préximas al valor nominal 0.95 y, otros pares con “mala suerte”, es

decir, con probabilidades de cubrimiento que se apartan totalmente del valor nominal 0.95; (b) para

un valor fijo de p, la funcién c(p,n) no es creciente, es decir, que al aumentar el tamafio de la
muestra no siempre logramos que la probabilidad de cubrimiento; (c) para un valor fijo de p, la
funcion c(p, n)calculada para el intervalo de Wald tiende a situarse por debajo del valor nominal
0.95y (d) para un valor fijo de n, la funcién c(p,n)es una curva en dientes de sierra y ademés

presenta grandes oscilaciones para valores del parametro préximos a cero o a la unidad.



En nuestro trabajo buscamos explicar los comportamientos caoticos de los cubrimientos del
intervalo de Wald, aportando un procedimiento para obtener los valores del tamafio n para los que

la probabilidad de cubrimiento sufre la mayor caida local.

Un intervalo alternativo al de Wald es el usado por Wilson en 1927. En el libro de Spiegel
(1991) se afirma en la pagina 211 que “un método mas exacto para obtener los limites de confianza

se presenta en el problema 9.12”. En dicho problema se obtiene precisamente el intervalo de

k2
X+— 1/2 2 Y2

2 4 kn 56+ < donde
n+k? n+k{pq+4n '

Wilson. La expresion del intervalo de Wilson es la siguiente:

g=1-p y k=z,. Veremos que el intervalo de Wilson mejora los comportamientos de las
2

probabilidades de cubrimientos frente al intervalo de Wald.

2. Intervalo de Wald

En la Tabla | recogemos las probabilidades de cubrimiento, entre corchetes, para distintos

valores de ncuando p=0,5y «=0,05.

Tabla |
Probabilidades de Cubrimiento para distintos N 'y P =0,5 con & = 0,05, intervalo de Wald.

Valores de

n con 17[0,951] 20[0,958] | 25[0,956] | 49 [0,955]
Buena

suerte

Valores de

n con Mala | 10[0,891] 12[0,854] | 13[0,907] | 40 [0,919]
suerte

Se observa que hay valores de n con buena suerte, asi para n=17 la probabilidad de
cubrimiento, 0.951, est4 muy proxima a su valor nominal 0,95; mientras que para n=12 la
probabilidad de cubrimiento, 0.854 se aleja totalmente de su valor nominal 0,95. Estas suertes

siguen produciéndose cuando n es igual a 49 y 40 respectivamente.
En la Tabla Il recogemos las probabilidades de cubrimiento, entre corchetes, para distintos
valores de n cuando p=0,2y a=0,05. De nuevo se observa la buena y mala suerte en la

eleccion de n. Ademas se observa que cuando aumenta el tamafio de n las probabilidades de

cubrimiento disminuyen alejandose de su valor nominal. En efecto, para n=31 la probabilidad de



cubrimiento es 0,949, mientras que para n=92 vale 0,922. Este ultimo es contrario al
comportamiento razonable que deberia tener un intervalo de confianza cuando aumenta

suficientemente el tamafio de n.

Tabla Il
Probabilidades de Cubrimiento para distintos N'y P =0,2con & = 0,05, intervalo de Wald.

Valores de

n con 31[0,949] 38[0,948] | 72[0,954] | 97 [0,951]
Buena

suerte

Valores de

n con Mala | 25[0,884] 32[0,889] | 66[0,916] 92[0,922]
suerte

En la Figura I hemos calculado las probabilidades de cubrimiento para n=100, « =0,05 y
distintos valores de p del intervalo [0; 0,5]. Para valores de p del intervalo [0,5; 1] las

probabilidades de cubrimiento correspondientes son idénticas.
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Figura . Probabilidades de Cubrimiento para distintos valores de [0 del intervalo [0, 0,5] cuando N =100y & = O, 05 . Intervalo de Wald.

En la Figura | se observa que la curva de las probabilidades de cubrimiento presenta

grandes oscilaciones en el entorno de p = 0, que por simetria también ocurre para p = 1. Pero lo
mas sorprendente es observa que la curva de las probabilidades de cubrimiento esta situada por
debajo de la linea que marca el valor nominal 0.95, excepto para algunos valores.

Las grandes oscilaciones de las probabilidades de cubrimiento para valores de p cercanos a

cero que observamos en la Figura | para n= 100 se mantienen para grandes valores aunque ahora



las oscilaciones son menores. En la Tabla I11 se observa que para p =0.005, « =0,05, al variar los

tamafios de la muestras para n grande, siguen observandose oscilaciones significativas en las

probabilidades de cubrimiento.

Tabla 111
Probabilidades de Cubrimiento para distintos N, cuando P =0.005y « =0,05, intervalo de Wald.
Valores de
n con mala 592 954 1583 1875
suerte
c(O, 005, n) 0,792 0,852 0,889 0,898

Por ultimo, veamos algunas reglas que suelen proponer los libros de ensefianza de la
estadistica para decidir sobre el uso del intervalo de confianza de Wald.

1. np,np(1- p)sean >5 (o 10);
2. np(1-p)=5 (0 10);

3. n>100.

Con estas reglas los autores de los libros de texto pretenden ayudar a los alumnos para
aproximar la distribucion binomial por la normal. Estas reglas no son muy adecuadas cuando se
aplican a un problema de inferencia como el que pretende dar respuesta el intervalo de Wald. En

efecto, la dos primeras reglas no son adecuadas, por ejemplo, para n= 40 y p=0,5, siendo
n.p=n.(1-p)=20ytambién n.p. (1- p) = 10, pero la probabilidad de cubrimiento vale 0,919,
que se aleja totalmente de su valor nominal 0,95.

En cuanto la tercera regla, que también busca la aproximacion de la distribucién binomial
por la normal, puede ser equivoca. En efecto, de la Figura I, si
p=0,5, la regla es adecuada, pero si el parametro se aleja del 0,5, por ejemplo p=0,2, la
probabilidad de cubrimiento vale 0,933, 0 si p = 0,28, entonces su probabilidad de cubrimiento

vale 0,936, etc.



3. Intervalo de Wilson

Este intervalo fue usado por Wilson en una notas publicadas en 1927 sobre “Probable
inference, the law of sucesién, and statistical inference”. Wilson aproximé la distribucién binomial
X—np

Jnp(1-p)

distribucion normal (0,1). Al invertir esta cantidad pivotal obtuvo el intervalo que hemos presentado

por una normal y consideré la cantidad pivotal siguiente: que se aproxima a la

en nuestra introduccién con el nombre de intervalo de Wilson. En el libro de Spiegel (1991) se

obtiene este intervalo en el problema 9.12. Esta justificacion es mas pedagogica en el intervalo de

Wilson que en el de Wald, ya que en el de Wald la varianza p es estimado por |6(1— ﬁ)/n , que es

X—np

Jnp(1- )

consistente, y la cantidad pivotal que se invierte es ahora , que también tiende en

distribucion a una distribucion normal (0,1).

Si el valor central del intervalo de Wald es el estimador es p, es decir, la proporcion de la

~ t
p+5 Z2
muestra, el valor central del intervalo de Wilson es el estimador Tt donde t =—2/2
+ n

En la Figura Il, hemos calculado las probabilidades de cubrimiento n=100,

a =0,05 vy distintos valores de p del intervalo [0, 0,5]. Para valores de p del intervalo [0,5 ; 1] las

probabilidad de cubrimiento son idénticos a las anteriores.

0,99
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0,95

0,93 ®

0,91

0,89
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0,85 T T T T 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Figura 11. Probabilidades de Cubrimiento para distintos valores de 0 del intervalo [0, 0,5] cuando N =100y & = O, 05 , intervalo de Wilson.



Si comparamos con la Figura | del intervalo de Wald, vemos el cambio tan espectacular de
esta nueva curva, la Figura Il, frente a la de Wald. Wilson en su trabajo de 1927 habla de que la
“chance” de su intervalo de que contenga a ppuede ser mejorada por su nuevo intervalo.
Recordemos que la palabra chance se aplicaba a probabilidades objetivas, como en el caso de

repeticion en las mismas condiciones de un cierto experimento, mientras la palabra probabilidad se

usaba en otros casos.
En la Tabla IV recogemos las probabilidades de cubrimiento, entre corchetes, para
distintitos valores de ncuando p=0,5y a =0,05. Vemos ahora que los problemas del intervalo de

Wald no se presentan en el intervalo de Wilson. Las probabilidades de cubrimiento oscilan

alrededor del coeficiente de confianza del 0,95.

Tabla IV
Probabilidades de Cubrimiento para distintos N 'y P =0,5con & = 0,05, intervalo de Wilson
Valores de
n 17[0,951] 20[0,959] | 25[0,957] | 49]0,955]
Valores de
n 10[0,978] 12[0,961] | 13[0,977] | 40 [0,961]

En la Tabla V recogemos las probabilidad de cubrimiento, entre corchetes, para distintos

valores de n cuando p=0,2y «=0,05.

Tabla V
Probabilidades de Cubrimiento para distintos N'y P =0,2con & =0,05, intervalo de Wilson.
Valores de
n 31[0,958] 38[0,960] | 72[0,962] | 97 [0,958]
Valores de
n 25[0,925] 32[0,952] | 66[0,955] 92[0,949]

Ahora, para n=31 la probabilidad de cubrimiento es 0,958, y para n=92 vale 0,949. Es
decir, al aumentar el tamafio de la muestra, la probabilidad de cubrimiento se aproxima mas a su
valor nominal. Se trata de un comportamiento razonable. En otros casos cuando aumentamos el

tamafo de la muestra, se observa que la probabilidad de cubrimiento también aumenta.



4. Analisis empirico del comportamiento irregular del intervalo de Wald.

En esta seccion, analizaremos con mas detalle algunos ejemplos concretos, al objeto de
buscar una explicacion del comportamiento aparentemente erratico de la probabilidad de

cubrimiento del intervalo de Wald. Nos centraremos en el caso de mantener un valor de p fijo

haciendo variar n.

Fijado un «, a partir de la expresion del intervalo de Wald, podemos obtener la

probabilidad de cubrimiento C(n,p) dados unos valores de p y n como la suma de las

probabilidades de ciertos valores en la distribucién Bi(n, p). Concretamente,

C(n,p)= >, P[X(np=ij]

je(L(n,p). Ly (n,p))

donde X(n,p)U Bi(n,p) y L(n,p) y L,(n,p) son las soluciones de las ecuaciones

1|:X+Za/2 x(n—x)}:p y i{x—za,2 /M}zp, respectivamente. Por ejemplo, para
n n n n

n=31y p=0'2 al resolver las ecuaciones anteriores obtenemos L, (31,0'2)=2'9822 vy

L,(31,0'2) =11'4685, por lo que la probabilidad de cubrimiento del intervalo de Wald sera

C(31,0'2) =iP[X(31,0‘2) = j]=0"9498.

j=3

Cuando se analiza la probabilidad de cubrimiento fijado py haciendo aumentar n, la

caracteristica méas Ilamativa es que en ciertos valores de n se producen bruscos descensos de dicha
probabilidad, como puede apreciarse en la figura Il (en la que se ha tomado p=0'25). Ademas,

podemos observar como dicha probabilidad se mantiene casi siempre por debajo del valor nominal

l-c.
cbhoo L

0.95

0.925 \/
0.9
0.875
0.85

0.825

n

10 20 30 40 0

0.775

Figura 1. Probabilidades de Cubrimiento para distintos valores de n y p = 0’25. Intervalo de Wald.



En Brown, Cal y Dasgupta (2001), acerca de estos valores de n, los autores sefialan:
“Subsequent “unlucky” values of nagain arise in the same unpredictable way, as one...” .
Veamos en algunos ejemplos, cudl es la causa de estos bruscos descensos en la probabilidad de

cubrimiento.
Ejemplo1l: p=0'4,n=32.
En este caso, podemos comprobar que C(32,0'4)=0'9543 mientras que para n=33 la
probabilidad de cubrimiento es C(33,0'4)=0'9245. En este caso, se obtiene
L,(32,0'4)=7"'9992, L,(32,0'4)=18'2868 mientras que para n=33 los limites son
L,(33,0'4)=8"3123, L,(33,0'4) =18'7759 por lo que las probabilidades de cubrimiento vienen
18 18

dadas por C(32,0'4)=> P[X(32,0'4)=j] y C(33,0'4)=) P[X(33,0'4)=j]. En latabla Vly
=8 j=9

en la figura IV podemos apreciar que las diferencias de probabilidad de los valores 8 a 18 cuando

pasamos de n=32 a n=233 son aproximadamente simétricas y de suma cercana a 0. Asi, el hecho

gue resulta decisivo en la diferencia de cubrimiento es la inclusion del caso j=8 en la suma
de probabilidades para n=32 y la exclusion del mismo cuando pasamos a n= 33, ya que la
probabilidad del valor j=8 (que es igual a 0°0327) es muy superior (del orden de 10 veces) a la
suma de diferencias de probabilidades para el resto de valores que si aparecen en ambos sumatorios
(que es igual a 0°0029).

Tabla VI
Probabilidades de cubrimiento para n=32, n=33, p=04, Intervalo de Wald

j  |PI[X(32,0'4) = j]|P[X(33,0'4) = j]| Diferenc.
8 070327 *kk ***k
9 0,0581 0,0479 -0,0102
10 0,0890 0,0766 -0,0124
11 0,1187 0,1068 -0,0119
12 0,1385 0,1306 -0,0079
13 0,1421 0,1406 -0,0014
14 0,1285 0,1339 0,0054
15 0,1028 0,1131 0,0103
16 0,0728 0,0848 0,0120
17 0,0457 0,0566 0,0109
18 0,0254 0,0335 0,0081
Sumas 0,9543 0,9245 0,0029

! Brown, L. D., Cal, T., y Dasgupta, A. (2001). “Interval Estimation for a Binomial Proportion”. Statistical Science.
vol. 16, No. 2, 101-133., P4gina 104.
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Figura IV. Probabilidades de Binomiales n=32 y n=33 (p=0’4)

Ejemplo2: p=0'2, n=31.

En este caso, podemos comprobar que C(31,0'2)=0'9498 mientras que para n=32 la
probabilidad de cubrimiento es C(32,0'2)=0'8902. En este caso, se obtiene
L,(31,0'2) =2'9822, L,(31,0'2) =11'4685 mientras que para n=32 los limites son
L,(32,0'2) =3'1140, L,(32,0'2) =11'7439 por lo que las probabilidades de cubrimiento vienen

11 11
dadas por C(31,0'2) =Y P[X(3L,0'2)= j] y C(32,0'4)= P[X(32,0'2) = j]. En latabla VIl y

j=3 j=9
en la figura V podemos apreciar que las diferencias de probabilidad de los valores 3 a 11 cuando
pasamos de n=31 a n=32 ya no son aproximadamente simétricas puesto que consideramos mas
valores a la derecha de la moda que a la izquierda. No obstante, estas diferencias en valor absoluto
disminuyen con respecto al caso del ejemplo 1, resultando de nuevo que la probabilidad del valor
J =3 (que es igual a 0°0696) es muy superior a la suma de diferencias de probabilidades para el
resto de valores que si aparecen en ambos sumatorios (que es igual a 0’0099). Asi, volvemos a
observar en este ejemplo que el hecho que resulta decisivo en la diferencia de cubrimiento es la

inclusion del caso j=3 en la suma de probabilidades para n=31 y la exclusién del mismo

cuando pasamos a n=32.
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Tabla VII
Probabilidades de cubrimiento para n=31, n=32, p=02, Intervalo de Wald

j P[X(31,0'2) = j] | P[X(32,0'2) = j] | Diferenc.
3 0,0696 **k*k*k *k,*k*k
4 0,1217 0,1113 -0,0104
5 0,1643 0,1558 -0,0085
6 0,1780 0,1753 -0,0027
7 0,1589 0,1628 0,0038
8 0,1192 0,1272 0,0079
9 0,0762 0,0848 0,0086
10 0,0419 0,0487 0,0069
11 0,0200 0,0244 0,0044

Sumas 0,9498 0,8902 0,0099

0,2

0,18

0,16 - /-\

0,14

, // \

Obli Y N

o |/ BN

3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura V. Probabilidades de Binomiales n=31y n=32 (p=0’2)

Ejemplo 3: p=0'005, n=591.

En este caso, podemos comprobar que C(591,0'005) =0'9449 mientras que para n =592 la
probabilidad de cubrimiento es C(592,0'005)=0'7921. En este caso, Se obtiene
L,(591,0'005) =0'9983, L,(591,0'005) =8'6902 mientras que para n=592 los limites son
L, (592,0'005) =1'0009, L,(592,0'005) =8'6977 por lo que las probabilidades de cubrimiento son
8 8

C(591,0'005) = Z P[X(591,0'005)=j] y C(592,0'005)= z P[X(592,0'005) = j]. En la tabla
j=1 j=2

VIIl y en la figura VI podemos apreciar que las diferencias de probabilidad de los valores 1 a 8

cuando pasamos de n=591 a n=592 ya son totalmente asimétricas pero, no obstante, estas

diferencias en valor absoluto son muy cercanas a cero, resultando de nuevo que la probabilidad del

11



valor j=1 (que es igual a 0°1535) es muy superior (del orden de 200 veces) a la suma de

diferencias de probabilidades para el resto de valores que si aparecen en ambos sumatorios (que es
igual a 0’0007). Asi, volvemos a observar en este ejemplo que el hecho que resulta decisivo en la

diferencia de cubrimiento es la inclusion del caso j=1 en la suma de probabilidades para

n =591 y la exclusion del mismo cuando pasamos a nh=592.

Tabla VI
Probabilidades de cubrimiento para n=591, n=592, p=0’005, Intervalo de Wald

i P[X(591,0'005) = j]|P[X(5922,0'005) = j]l| Diferenc.
l 011535 **k*k **k*k
2 0,2276 0,2272 -0,0004
3 0,2245 0,2246 0,0000
4 0,1659 0,1662 0,0003
5 0,0979 0,0982 0,0003
6 0,0480 0,0483 0,0002
7 0,0202 0,0203 0,0001
8 0,0074 0,0075 0,0001
Sumas 0,9449 0,7922 0,0007
0,25

0,2 / N
0,15 —/ \

0,1

0,05

1 2 3 4 5 6 7 8

Figura VI. Probabilidades de Binomiales n=591 y n=592 (p=0"005)

El andlisis de algunos ejemplos, nos llevd a calcular las probabilidades de cubrimiento y de
los valores L,(n, p) y L,(n, p) para diversos valores de n y p (todos ellos con p<0'5). A modo
de ejemplo, reproducimos en la tabla IX los célculos efectuados para p=0'5. Hemos resaltado los

casos en los que se produce disminucion en la probabilidad de cubrimiento al pasar de n a n+1,
gue, como puede apreciarse, siempre coinciden con los casos en los que cambia la parte entera de la

funcion L (n, p).
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Tabla IX

Probabilidades de cubrimiento y extremos del sumatorio, p=0’5. Intervalo de Wald
n L,(n,0'5) | L,(n,0'5) | C(n,0'5)
10 2.3659 7.6341 0.8906
11 2.7018 8.2982 0.9346
12 3.0454 8.9546 0.8540
13 3.3956 9.6044 0.9077
14 3.7519 10.2481 0.9427
15 4.1135 10.8865 0.8815
16 4.4799 11.5201 0.9232
17 4.8508 12.1492 0.9510
18 5.2256 12.7744 0.9037
19 5.6041 13.3959 0.9364
20 5.9860 14.0140 0.9586
21 6.3710 14.6290 0.9216
22 6.7589 15.2411 0.9475
23 7.1495 15.8505 0.9069

En todos los casos que hemos considerado, hemos observado, sin excepcion alguna, que se

verifica la siguiente regla empirica (para p <0'5):

C(n+1,p)<C(n,p)= E[L(n+1 p)]>E[L(n, p)],
donde E[[] representa la funcién parte entera.

Fijado un valor de «, esta regla nos va a permitir para cada valor de p, “predecir” todos los

valores de n en los que se va a producir un descenso en la probabilidad de cubrimiento. Por tanto,
la aparicion de estos valores no es imprevisible, como afirman Brown, Cal y Dasgupta (2001).
En efecto, podemos obtener la funcion L (n, p) explicitamente, ya que la ecuacion

implicada (al elevarla al cuadrado para eliminar la raiz) es de segundo grado. De las dos soluciones,

la Gnica que verifica la ecuacion original es:

_ n(2np— Z,5) _\/4n3 pz2,, —4n°p’z;,, +n’z, ,
= 2
2(n+ Za/2)

L (n, p)

Esta funcion es estrictamente creciente (como funcion de n). Resolviendo las ecuaciones

L(n,p)=k, kell , ysiendo n, kell las soluciones de dichas ecuaciones, obtenemos que los
valores de n en los que E[L,(n+1 p)]>E[L(n, p)] vienen dados por la sucesién {E [n;]} ., por

ke

lo que los valores de n en los que se producirda un descenso en la probabilidad de cubrimiento
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vienen dados por n, :E[nﬂﬂ, kel . Ademas, las ecuaciones L (n,p)=k, kell pueden

resolverse explicitamente, por lo que finalmente podemos obtener la formula que nos permite
calcular todos los valores de n en los que descendera la probabilidad de cubrimiento. En efecto, la

ecuacion L (n, p) =k finalmente conducen a una ecuacion de tercer grado, con una Unica solucion

valida que viene dada por:

- _&_ 21/3(_k2 pz —3kp225,2) . h(p, Z,/5s k)
“p h(p.2,:K) 23p’

i)

donde

1/3

h(p,z,,,,k) = (—Zk3 p®+18k*p’z%,, - 27k’ p*Z’,, +\/4(—kp2 —3kpzz§,2)3 +(—2k3 p? +18k? p®z% — 27k? p“zj{,z)2 j

Por ejemplo, para p=0'5, los primeros términos de la sucesion vienen dados por {6, 9, 12,
15, 18, 21, 23, 26, 28, 31,...}. En la tabla IX hemos observado que se produce disminucién de
cubrimiento en los valores 12, 15, 18, 21, y 23. A partir de la sucesion podemos saber también sin

necesidad de calcular las probabilidades que se produce disminucion en los valores 6, 9, 26, 28, 31,

En Brown, Cal y Dasgupta (2001), se representa graficamente la probabilidad de
cubrimiento para p=0'2 y n variando desde 25 a 100. En el caso p=0'2 (tomando, como
siempre a =0'05), los primeros términos de nuestra sucesion son: {15, 24, 32, 39, 46, 53, 60, 66,
73,79, 86,92, 98, 105, 111, 117, 123, ...}, valores que concuerdan totalmente con los apreciados a
través del calculo directo de las probabilidades de cubrimiento. En este mismo articulo, también se
considera el caso p=0'005, apreciandose descenso en la probabilidad de cubrimiento para los
valores de n 592, 954, 1279, 1583 y 1876. Los primeros valores de nuestra sucesion en este caso
son {592, 954, 1279, 1583, 1876, 2159, 2436, 2708, 2975, 3238,...}, lo que nos permitiria sefialar
los préximos valores de n en los que ocurrird un descenso de la probabilidad de cubrimiento. En
efecto, las probabilidades de cubrimiento en el entorno de n= 2159 se ofrecen en la tabla X, donde

podemos apreciar que el descenso se produce efectivamente en el valor predicho.
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Tabla X

Probabilidades de cubrimiento y extremos del sumatorio, p=0’005. Intervalo de Wald

n L,(n,0'005) | L,(n,0'005) | C(n,0'005)
2155 5.9863 19.3600 0.950078
2156 5.9898 19.3665 0.950169
2157 5.9934 19.3729 0.950259
2158 5.9970 19.3793 0.950349
2159 6.0006 19.3857 0.905555
2160 6.0041 19.3922 0.905744
2161 6.0077 19.3986 0.905932
2162 6.0113 19.4050 0.906120

5. Analisis empirico del comportamiento del intervalo de Wilson. Comparacion con el de
Wald.

En esta seccidn consideraremos algunos ejemplos concretos para el caso del intervalos de
Wilson, al objeto de buscar una explicacion empirica al hecho de que este intervalo tenga en general
un comportamiento menos erratico que el de Wald debido a que los descensos apreciados en las
probabilidades son mucho menos bruscos. Seguiremos centrandonos en considerar valores fijos de
p mientras que hacemos variar n. En la figura VII, hemos representado las probabilidades de
cubrimiento del intervalo de Wilson para p =0'25 y distintos valores de n. Si la comparamos con
la figura I11, en la que representamos las probabilidades de cubrimiento en el intervalo de Wald para
los mismos valores de n y p, podemos apreciar como el caso de Wilson presenta fluctuaciones
menos marcadas. Observemos ademas que el cubrimiento del intervalo de Wilson se acerca mucho

mas al valor nominal (que en este caso es 0°95).

¢ byoos L
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Figura VII. Probabilidades de Cubrimiento para distintos valores de n y p=025. Intervalo de Wilson.
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Fijado un «, a partir de la expresion del intervalo de Wilson, podemos obtener la

probabilidad de cubrimiento C*(n, p) dados unos valores de p y n como la suma de las
probabilidades de ciertos valores en la distribucién Bi(n, p). Concretamente,

C(nv p)= z P[X(n! p):J]’

je(L(np)L(np))

donde X(n,p)0Bi(n,p) y L(n,p) y L(np) son las soluciones de las ecuaciones

2 2
al?

Z
X+ a2 12 2 Y2 X+ 1/2 2 Y2
Z ..,N X X Z Z ,,N X X YA
2 + al? |:_(1__j+ a/2:| — p y 2 _Cal2 |:_(1__j+ 0(/2:| — p,

n+z2,, n+z2,|n n) 4n n+z2, n+z,|n n) 4n
respectivamente. Por ejemplo, para n=31 y p=0'2 al resolver las ecuaciones anteriores

obtenemos L;(31,0'2)=1.8350 y L,(31,0'2) =10.5650, por lo que la probabilidad de cubrimiento

10
del intervalo de Wilson sera C*(31,0'2) = z P[X(31,0'2) = j]=0'9586.

j=2

Ejemplo4: p=0'2, n=32.

En este caso, se obtiene L;(32,0'2) =1.9651 y L;(33,0'2) =2.0964, es decir, se produce un
salto en la parte entera de la funcion L;(n,0'2) al pasar de n=32 a n=33. No obstante, podemos
comprobar que las probabilidades de cubrimiento de los respectivos intervalos de Wilson vienen
dadas por C"(32,0'2)=0.9518 y C’(33,0'2)=0.9516. La ausencia de un descenso brusco de
probabilidad se debe a que el salto que se produce en L, (lo que supone perder un término en el
sumando que nos proporciona la probabilidad de cubrimiento) se compensa porque L, también

“salta” (en concreto, L,(32,0'2) =10.8350 y L,(33,0'2)=11.1037). Como puede apreciarse en la

tabla X1 y en la figura VIII, sigue ocurriendo que las diferencias de probabilidad en los términos
comunes a ambos sumatorios en total tienden a sumar un valor cercano a cero (notar que en el caso
de Wilson la figura es mas simétrica que en el de Wald); pero ahora cada sumatorio tiene un
término “extra” que no aparece en el otro y debido a la simetria aproximada, ambos términos tienen
probabilidad muy similar con lo que en conjunto, las probabilidades de cubrimiento son muy

similares.
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Tabla XI

Probabilidades de cubrimiento para n=32, n=33, p=0°2, Intervalo de Wilson

j P[X(32,0'2) = j]| P[X(33,0'2) = j] | Diferenc.
2 0’0246 ***k **k*
3 0,0614 0,0540 -0,0074
4 0,1113 0,1013 -0,0100
5 0,1558 0,1469 -0,0089
6 0,1753 0,1714 -0,0039
7 0,1628 0,1653 0,0025
8 0,1272 0,1343 0,0071
9 0,0848 0,0932 0,0085
10 0,0487 0,0559 0,0072
11 el 0,0292 Fhx
Sumas 0,9518 0,9516 -0,0048
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Figura VIII. Probabilidades de Binomiales n=32 y n=33 (p=0’2). Int. Wilson

Tras haber realizado los calculos correspondientes en multitud de situaciones distintas,

comprobamos empiricamente que en el intervalo de Wald (para p <0'5) cuando aumenta la parte

entera de L, nunca cambia la parte entera de L, (lo que conlleva descenso brusco de probabilidad).
Por su parte en el caso del intervalo de Wilson, cuando aumenta la parte entera de L, en muchas

ocasiones aumenta también la parte entera de L, y esta es la causa de que las variaciones sean mas

suaves en el intervalo de Wilson. De hecho, los descensos mas importantes en el intervalo de

Wilson también se dan cuando aumenta la parte entera de L, mientras que la parte entera de L, se
mantiene, pero esta situacién es poco frecuente (esto ocurre, por ejemplo, para p=0'4,
n=30donde  podemos  observar  que L;(30,0'4) =6'7409, L;(31,0'4)=7'0539,
L5(30,0'4)=17'2591 y L,(31,0'4)=17'7461, siendo las probabilidades de cubrimiento
C”(30,0'4)=0.9616 y C"(31,0'4) =0.9350).
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5. Conclusiones y cuestiones abiertas.

Como hemos indicado en la seccion 4, para calcular la probabilidad de cubrimiento del
intervalo de Wald para unos valores n y p, debemos sumar las probabilidades de todos los enteros
contenidos en un cierto intervalo (Ll(n, p), L,(n, p)). La primera conclusién que queremos destacar
es que el comportamiento erratico del intervalo de Wald se debe a que en ciertos casos, al pasar de
n a n+1l (para un p<0'5 fijo) dicho intervalo pierde un entero (por el extremo inferior).
Empiricamente, hemos visto que: i) Cuando aumenta la parte entera de L , nunca aumenta la parte
entera de L, y ii) El aumento de la parte entera de L, al pasar de n a n+1 queda biunivocamente
asociada al descenso en la probabilidad de cubrimiento al pasar de n a n+1.

A partir de las reglas anteriores, podemos obtener una férmula que nos proporciona todos

los valores de n en los que se produce un descenso en la probabilidad de cubrimiento (para un

p <0'5 fijo), por lo que dichos valores no tienen un comportamiento impredecible, como indican
Brown, Cal y Dasgupta (2001).

Al comparar el intervalo de Wald con el de Wilson, observamos en este ultimo un
comportamiento menos erratico, y esto se debe a que en muchas de las ocasiones en las que se

produce un aumento en la parte entera de L, lo que provoca la pérdida de un entero por el extremo

inferior, éste se compensa con un aumento en la parte entera de L,, lo que provoca la ganancia de

un entero por el extremo superior (recordemos que la probabilidad de cubrimiento del intervalo de
Wilson se obtenia sumando las probabilidades de todos los enteros contenidos en un cierto intervalo

(Li(n, p), Ly(n, p)), como vimos en la seccion 5).

Destaquemos que en el caso del intervalo de Wald no hemos encontrado ninguna excepcion
a las reglas empiricas expuestas, mientras que en el intervalo de Wilson la regla que hemos

enunciado se da con excepciones.

Como cuestiones abiertas para continuar con esta investigacion quedaria en primer lugar
buscar demostraciones formales del resultado empirico obtenido y por otra parte seria interesante
buscar alguna explicacion al hecho de que el intervalo de Wilson habitualmente tenga una
probabilidad de cubrimiento mas cercana al valor nominal que el de Wald.
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Resumen

En determinados ambitos es frecuente trabajar con datos que representan partes de un total: proporciones,
porcentajes, partes por millon, o similar. Es el caso de, por ejemplo, la distribucion del presupuesto familiar, la
composicion de una cartera de inversion, el empleo del tiempo diario en distintas actividades, la distribucion de
ventas en distintas regiones, y otros. Las restricciones de no negatividad y de suma constante que caracterizan este
tipo de datos implican que las técnicas multivariantes habitualmente utilizadas no son adecuadas para su analisis y
modelizacion. La cuestion clave es que la geometria del espacio muestral sobre el que se definen, el simplex, es
diferente de la clasica geometria Euclidea del espacio real. En el presente trabajo revisaremos los fundamentos
tedricos, la geometria del simplex, la metodologia log-cociente, e importantes aspectos practicos como el problema
de las componentes nulas. El apartado tedrico se acompafia de ejemplos que motivan la exposicion y ponen de relieve
la naturaleza del problema que se esta tratando. Finalmente, se ilustra la aplicacion practica de las ideas y métodos
estudiados a través de ejemplos del campo econdmico.

Palabras clave: Proporciones, Datos Composicionales, Simplex, Analisis Log-cociente.

Abstract

In some scopes analysts frequently work with data that represent parts of a whole: proportions, percentages, parts per
million, or similar. This is the case of household budgets, investment portfolios, time budgets, sales by region, and
others. The no-negativity and constant-sum constraints characterizing this kind of data imply that common
multivariate techniques are not suitable for modelling purposes. The key feature is that the geometry of the sample
space on which data are defined, the simplex, differs from the classical Euclidean geometry of real space. In this
paper, the theoretical foundations, the geometry of the simplex, the log-ratio methodology and some other relevant
practical issues will be reviewed. The theoretical aspects are illustrated by examples which motivate the exposition.
Finally, some applications from the economic field are presented.

Key words: Proportions, Compositional Data, Simplex, Log-ratio Analysis.



1. Introduccién

Ya en 1897 Karl Pearson (Pearson, 1897) advertia de las dificultades para interpretar la
relacion entre variables que representaran partes de un total. Habitualmente, dichas
variables vienen expresadas en proporciones, porcentajes, partes por millén, o similar.
Pongamos como ejemplos en el campo econdmico la distribucion del presupuesto
familiar en distintas partidas de gasto, la composicion relativa de una cartera de
inversion, el patrén de actividad de una cadena de produccion, la composicién étnica de
una poblacién, el empleo del tiempo diario en distintas actividades, la distribucion de
las ventas de un producto en distintas regiones, la distribucion de trabajadores en
distintos sectores de actividad, y otros. La caracteristica fundamental de un vector de
datos de este tipo es que la suma de sus componentes, siempre positivas, es una
constante. Asi, un cambio en una componente conlleva un cambio en, al menos, una de
las demas componentes. Por lo que hay que replantearse, entre otros, el concepto de
independencia. Ademas, una fila cualquiera de la matriz de covarianzas de una muestra
de vectores de proporciones siempre tiene al menos un elemento negativo y su suma es
igual a 0. Esto implica que la matriz de covarianzas es singular y que las correlaciones

no varian libremente en el habitual intervalo [-1,1].

La cuestion clave es que la geometria del espacio muestral sobre el que se define un
vector de proporciones es diferente de la clasica geometria Euclidea de R®, por ello las
técnicas multivariantes habitualmente utilizadas, y fundamentadas en esta geometria, no
son directamente aplicables. Para llamar la atencion del lector proponemos el siguiente
ejemplo. Consideremos los patrones de actividad de dos operarios (A, B) entre tres
actividades mutuamente excluyentes (X, Y, Z) en dos periodos (1, 2) de 120 minutos.
La asignacion de tiempo a cada actividad en el periodo 1 es [10, 80, 30] para el operario
Ay [20, 80, 20] para el B. En el periodo 2 estos tiempos son, respectivamente, [20, 70,
30] y [30, 70, 20]. La dedicacion del operario A a la actividad X se dobla de un periodo
a otro, mientras que para la Y se reduce en un 12.5% y no cambia para la Z. El operario
B incrementa el tiempo dedicado a X en un 50%, mientras que se reduce en un 12.5% el
dedicado a Y y tampoco se modifica el dedicado a Z. Una medida de diferencia
adecuada deberia detectar un mayor cambio en el patron de actividad de A que en el de
B. Sin embargo, si medimos esta diferencia entre periodos utilizando la distancia

Euclidea habitual obtenemos un valor de 14.1421, el mismo para los dos operarios.



Pensemos en las consecuencias de este hecho en, por ejemplo, un analisis cluster. De
manera que cualquier medida basada de forma mas o menos explicita en la distancia

Euclidea no se comportara bien en este contexto.

AUn asi, durante el pasado siglo se han aplicado, y aun se aplican, técnicas estadisticas
multivariantes para datos reales sobre este tipo de variables, sin tener en cuenta su
especial naturaleza. Como trabajar con la restriccién de suma constante ha sido durante
largo tiempo un problema aparentemente irresoluble, y el hecho de no tenerla en cuenta,
o de interpretarla de forma inadecuada, ha llevado a conclusiones erroneas en muchos
analisis de datos. Algunas actuaciones particulares en este linea se han orientado hacia
intentar salvar los problemas técnicos y no hacia un estudio ni del tipo de relacion
relevante entre las partes de un total ni de su peculiar espacio muestral (véase p. €j.
Bohling y otros, 1998). No es hasta los afios 80 con la publicacion de la monografia de
Aitchison (1986) cuando se dispone de una obra de referencia sobre los fundamentos
teoricos y sobre una metodologia especifica para el analisis estadistico de tales vectores

de proporciones, que desde entonces suelen denominarse datos composicionales.

En la seccion 2 resumiremos los fundamentos sobre los que se asienta el andlisis de
datos composicionales. A continuacién, en la seccion 3, destacaremos los aspectos mas
relevantes de la metodologia basada en transformaciones para trasladar los datos al
espacio real donde poder aplicar las técnicas habituales. Al mismo tiempo, pondremos
de relieve algunos de los problemas précticos que pueden surgir. Finalmente,
dedicaremos la seccion 4 a destacar la aplicacion de las herramientas del anélisis de

datos composicionales en el campo de la economia.
2. Fundamentos matematicos

Formalmente, un dato composicional es un vector x = [Xy,...,Xp] constituido por D

partes 0 componentes positivas cuyo espacio muestral es el simplex S definido como

S” ={Xx=[X;, Xp]: X, >0,..., X, > 0;Xx; =c}. En realidad, el valor de c es
]

irrelevante desde un punto de vista matematico, por lo que en adelante consideraremos ¢

= 1, esto es, las componentes x; estan medidas en proporciones. Este espacio muestral

tiene una estructura de espacio vectorial inducida por las operaciones perturbacion y

potenciacion. Para cualquier par de composiciones x y x' de S° la operacion



perturbacion se define como x @ x'= C(x,X; ,..., Xp X'y ) Y la operacion de potenciacion

como a®x=C(X{,.,Xp), donde o es un valor real. La perturbacion es una
operacion fundamental encargada de describir el cambio composicional en el simplex.
El operador C se denomina clausura y normaliza un vector de componentes positivas
dividiendo cada una por el valor de la suma de todas ellas. Para tener una idea intuitiva
del significado de estas operaciones basicas en el simplex diremos que la perturbacién
es el equivalente a la traslacion o suma en espacios reales y la potenciacion es el
equivalente al producto por escalar. A partir de ellas podemos definir la diferencia
composicional como xeX' =x® (-1)®x'=C(X,/X',,...X,/Xx'y). El papel de
marginales en el simplex lo hacen las subcomposiciones, que son las proyecciones del
simplex SP, el espacio de las composiciones con D partes, sobre un sub-simplex de
dimension menor, digamos S*, obtenidas mediante la clausura de un subvector formado
por d de las partes de una composicion en S°. Por ejemplo, a partir de la composicion x
=[0.2, 0.6, 0.1, 0.1] de S* podemos obtener la subcomposicion s = [0.2222, 0.6667,
0.1111] de S® clausurando el subvector formado por las 3 primeras componentes. Notar
que las operaciones elementales en espacios reales no se comportan consistentemente
cuando se aplican sobre composiciones. Asi, la suma o resta de composiciones no da
como resultado otra composicion, esto es, pueden producir un elemento que no

pertenece al simplex.

Adicionalmente, es posible definir un producto interior en S°

)= A5 W

i<j

que confiere al simplex estructura de espacio Euclideo (Billheimer, Guttorp y Fagan,
2001; Pawlowsky-Glahn y Egozcue, 2001, 2002). Desde un punto de vista estadistico
esta estructura no es irrelevante, ya que las medidas basicas de tendencia central,

variabilidad y distancia deben ser coherentes con la naturaleza de los datos. El producto

interior (1) induce una distancia en S° definida como

d_(x,x") = %zb )’i——m_}z - {i(n_ 0 X Tr, @)

<) X' i=1 9(x) a(x")

]




donde g(x) = (x,---X,)"" es la media geométrica de las componentes de la

composicién x. La distancia (2) se conoce como distancia de Aitchison y es totalmente
compatible con las operaciones basicas en el simplex y con la particular naturaleza de
los datos composicionales (Aitchison y otros, 2000). La estructura de espacio Euclideo
implica que sobre el simplex pueden definirse todos los entes y conceptos geométricos
usuales tales como lineas, angulos, ortogonalidad, paralelismo, etc. Sin embargo,
aungue matematicamente equivalentes, las caracteristicas, y el aspecto, de estos
elementos en la geometria del simplex difieren de aquellas a las que estamos habituados
en la geometria Euclidea clasica del espacio real. Para evitar confusiones nos

referiremos a la geometria del simplex como geometria de Aitchison.
3. Andlisis log-cociente

Una metodologia adecuada para el analisis de datos composicionales debe tener en
cuenta algunos principios ldgicos necesarios y las caracteristicas del simplex como
espacio muestral sobre el que se definen. La idea principal es que las composiciones
s6lo proporcionan informacién sobre la magnitud relativa de sus partes, y no pueden
justificarse interpretaciones que involucren a las magnitudes absolutas. Se asume que el
valor de la suma de las partes es irrelevante. Por lo tanto, cualquier aseveracién sobre
una composicion debe hacerse en términos de los cocientes entre las partes, los cuales
mediran dicha relacion relativa. Asi, una funcién aplicable sobre composiciones debera
ser invariante por cambios de escala y expresable en términos de cocientes entre las

partes.

Trabajar con cocientes asegura ademas un principio l6gico basico: la coherencia
subcomposicional. Consideremos dos analistas financieros, A y B, interesados en
estudiar la relacion entre las proporciones de capital invertido por los clientes en
distintos productos financieros. Supongamos que existen cuatro productos, siendo X,
X2, X3'Y X4 las proporciones de capital invertido en cada uno de ellos, y que el analista A
tiene acceso a toda la informacion sobre las cantidades invertidas, trabaja con la
composicion [xi1, Xz, X3, X4], mientras que el analista B soOlo tiene acceso a la
informacidn sobre los tres primeros, trabaja con la subcomposicion [sy, Sz, S3]. Aln asi,
lo 16gico seria que si B calcula el coeficiente de correlacion lineal habitual entre s; y s,

obtenga el mismo resultado que si A lo calcula entre x; y X2, las proporciones se refieren



a los mismos productos financieros. Pero esto no es asi cuando la medida se calcula
sobre las proporciones absolutas. Recogemos a continuacién los datos que maneja cada

analista sobre los mismos tres clientes:

Datos analista A: [X1 X2 X3 X4] | Datos analista B: [s; S S3]
[0.2,0.1, 0.2, 0.5] [0.4,0.2,0.4]

[0.1,0.1, 0.1, 0.7] [0.3333, 0.3333, 0.3333]
[0.6,0.2, 0.1, 0.1] [0.6667, 0.2222, 0.1111]

El coeficiente de correlacion lineal entre las proporciones de capital invertido en los
productos 1y 2 es 0.982 para el analista A y -0.5291 para el B. Por lo tanto, queda claro
que esta medida de dependencia no es coherente cuando se aplica directamente sobre
proporciones. Sin embargo, es facil comprobar que los cocientes entre las partes X; / X;
no varian al pasar de la composicion a la subcomposicion. Asi, para el cliente 1, x; / X,
=s; /s, = 2. Por lo que si trabajamos con los cocientes evitaremos el problema de la

incoherencia subcomposicional.

Para destacar un poco mas la conveniencia de trabajar con cocientes entre las partes,
retomemos el ejemplo de la introduccion sobre el patron de actividad de los dos
operarios. Vimos que la distancia Euclidea no se comportaba segun lo esperado,
proporcionaba la misma diferencia entre periodos para los dos operarios. En la seccion 2
se define la distancia de Aitchison, la cual se deduce de la propia geometria del simplex.
Si nos fijamos en la expresion (2) vemos que se expresa en términos de cocientes entre
las partes. Utilizando (2) como medida de diferencia entre los patrones de actividad de
cada operario en los dos periodos obtenemos un valor de 0.6276 para el operario A, y
un valor de 0.3970 para el operario B. Esto es, un mayor cambio en el patréon de
actividad de A que en el de B, que es lo que efectivamente ocurre.

3.1 Transformaciones log-cociente

Una vez que se ha puesto de relieve la necesidad de centrar la atencion en los cocientes
entre las partes surge la pregunta sobre qué tipo de cocientes utilizar. La piedra angular
de la metodologia propuesta por Aitchison (1986) es la transformacién de una
composicion definida sobre S® en un vector que involucre los cocientes entre las partes

y que esté definido sobre el espacio real. Si esa transformacion es biyectiva se establece



una correspondencia uno a uno entre las composiciones en el simplex y los
correspondientes vectores transformados reales. De esta manera, cualquier problema
que afecte a composiciones queda expresado en términos de tales vectores
transformados, con lo que se tiene la posibilidad de resolverlo utilizando las técnicas
multivariantes habituales en espacios reales. Aitchison propone fundamentalmente dos
tipos de transformaciones: la transformacion log-cociente aditiva (alr) sobre R°™,

definida como

a|r(x)={|ni,...,|nﬂ}, 3)

D XD

y la transformacién log-cociente centrada (clr) sobre RP, definida como

clr(x) = [In 4)

X ey IN *o }
9(x) 9(x)
El hecho de tomar logaritmos de los cocientes sélo responde a una conveniencia
matematica. Los log-cocientes son mas manejables y ademas permiten que se cumplan
algunas propiedades sencillas. Por ejemplo, no existe una relacion exacta entre las
varianzas var(xi/x;) y var(xj/x;) y, sin embargo, si se cumple que var[ln (x;/x;)] = var[in
(Xj/Xi)].

La transformacion alr estd mas vinculada a modelizaciones paramétricas ya que a partir
de ella es posible definir una clase de distribuciones, la normal logistica aditiva,
(Aitchison y Shen, 1980), con densidad

det(2rx) 2

l...XD

f(x) = exp{— % @alr(x) - )=~ (alr(x) - )" }

donde p y X son, respectivamente, el vector de medias y la matriz de covarianzas de

los datos alr-transformados. Esta distribucion, que denotaremos aln(u,X), juega un

papel central en el estudio de distribuciones en S®, analogo al de la distribucion normal
multivariante en RP. Ademés resulta que el vector alr-transformado sigue una
distribucién normal multivariante en R°*. En Mateu-Figueras (2003) puede encontrase
un estudio detallado sobre la definicion y caracterizacion de modelos de probabilidad en
el simplex. Un inconveniente de la transformacion alr es su asimetria respecto a las

partes de la composicion. Aquella utilizada como denominador cobra un protagonismo



especial. Por ello, siempre que se trabaje con datos alr-transformados, debe
comprobarse que la técnica estadistica utilizada es invariante frente a permutaciones de
las partes. Sin embargo, el principal inconveniente es que no es una transformacion
isométrica. En consecuencia, los angulos y distancias en el simplex, con la métrica de
Aitchison, no pueden asociarse con angulos y distancias en el espacio real, con la
métrica Euclidea. A pesar de esto, la consistencia de los resultados esta garantizada
cuando la inferencia se basa en la funcion de verosimilitud de la distribucion aln
(Aitchison, 1986). La transformacién clr estd més vinculada a contextos no
paramétricos, ya que a partir de ella es posible especificar la distancia de Aitchison (2)

en términos de la distancia Euclidea entre los vectores clr-transformados, esto es,

d,(x,x") =d,(clr(x),clr(x")).

La transformacion clr es simétrica e isométrica, pero la imagen de S° queda realmente
restringida a un subespacio de R° y la matriz de covarianzas de los datos clr-
transformados es singular, del mismo modo que ocurria con la matriz de covarianzas

aplicada directamente sobre las composiciones.

La caracterizacion del simplex como espacio Euclideo sugiere a Egozcue y otros (2003)
proponer la transformacion log-cociente isométrica (ilr), que salva los principales
inconvenientes de las dos anteriores. La transformacion ilr de una composicion x se
define como ilr(x) =[(x,e,),...,(X,ep,)], donde e,,..,ep, es una base ortonormal
obtenida a partir del producto interior (1). Esto es, las componentes del vector ilr-
transformado son las coordenadas de la composicion x respecto a la base e,...,ep ;.
Esta transformacion es isométrica y los datos ilr-transformados se representan en los

habituales ejes ortogonales. En Egozcue y otros (2003) los autores obtienen una

expresion explicita para la transformacion ilr dada una base ortonormal particular:

1 In Hijzlxi
Vii+D) | (X))

ilr(x) =y = [y1,..., yp1]€eR"™?, donde y, =

El principal problema aqui es determinar cual es la base ortonormal mas apropiada para
un problema concreto, la que proporciona las expresiones que hacen mas facil la

interpretacion de los resultados, ya que las coordenadas ilr no suelen ser faciles de



interpretar. Una posibilidad es utilizar las coordenadas y expresar los resultados en la
base canonica de R® sin abandonar el simplex. Trabajar en coordenadas permite definir
distribuciones de probabilidad en el simplex, estimando los parametros con los
procedimientos habituales a partir de la expresion en coordenadas de los datos
originales (Pawlowsky-Glahn, 2003; Mateu-Figueras y Pawlowsky-Glahn, 2007). Notar
que realmente esta estrategia para escapar de un espacio muestral restringido
expresando los datos en coordenadas respecto a una base ortonormal es aplicable a
cualquier problema definido sobre un espacio Euclideo (véase Pawlowsky-Glahn,
2003).

3.2. Medidas de posicion y variabilidad en un conjunto de datos composicionales

Como sabemos, la medida de posicidn central mas utilizada sobre conjuntos de datos en
un espacio real es la media aritmética o centroide del conjunto. Sabemos ademas que es
un buen estimador de la media de una variable aleatoria x. Desde un punto de vista

geométrico, la media p = E[x] de una variable aleatoria x en el espacio real minimiza la
distancia Euclidea al cuadrado esperada E[d,(x,&)°] y la varianza queda expresada
como Var(x) = E[d,(x,n)*]. Trasladando esta caracterizacion a la geometria del
simplex, Aitchison (2001) define el centro cen(x) de una composicion aleatoria x en S°
como el valor que minimiza E[d, (x,£)’]. Dada una muestra X = (x,,...,x,) de datos

composicionales, la media geométrica composicional definida como
9(X) = C(9y+--9p) - ®)

donde g; = (xlj---xnj)“”, es un estimador lineal insesgado 6ptimo del centro cen(x)

(Pawlowsky-Glahn y Egozcue, 2002). Destacar que en este contexto la linealidad se

expresa comoo, ®X, ®a, X, ®---®a, ®X,, donde los a; son coeficientes reales.

En la Figura 1 representamos una muestra de puntos del simplex S en un diagrama
ternario. Puede apreciarse como la media geométrica composicional (0), ademas de ser
compatible con las operaciones basicas en el simplex, representa el centro de gravedad
de la nube de puntos composicionales de forma méas adecuada que la habitual media
aritmética (*). En general, esto ocurrira siempre que la nube de puntos en S® tenga una

forma aproximadamente céncava.



Figura 1. Diagrama ternario. Media geométrica composicional (0) y media

aritmética (*) de un conjunto de datos composicionales.
Siguiendo la misma linea, la varianza entorno a cen(x) viene dada por

E[d, (x,cen(x))?]. Pawlowsky-Glahn y Egozcue (2002) establecen que esta varianza
coincide con la medida de variabilidad total totvar(x) definida en Aitchison (1997)
como la suma de las varianzas log-cociente var(Inx;/x;) dividida por el numero de

partes. De manera que su equivalente muestral

n

totvar(X) =+ ¥, 62 (x,,9(X) ©)

es una medida de variabilidad adecuada y coherente con la métrica del simplex.

Las medidas (5) y (6) estan relacionadas con las medidas muestrales habituales

aplicadas sobre los datos log-cociente transformados. Asi, se tiene que:

1. alr(g(X)) = alr(X), clr(g(X)) =clr(X) y ilr(g(X)) :m, donde alr(X), clr(X) y

ilr(X) representan las medias aritméticas de los respectivos conjuntos de datos

transformados.

2. totvar(X) = tr(cov(clr(X))) = tr(cov(ilr(X))) . Destacar que tal relaciébn no puede

establecerse con la trasformacion alr debido a que ésta no es isométrica.
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El patron de variabilidad de una composicion x en S° queda completamente
determinada por la matriz de variacion T =[t;] formada por las varianzas log-cociente
ry =var[In(x/x;)], coni=1,..D-1y j=i+l,..,D. Esta matriz es simétrica y tiene
ceros en la diagonal principal. Aunque no puede expresarse como la matriz de
covarianzas estandar de un vector, si que estd relacionada con las matrices de
covarianzas de los vectores alr-, clr-, y ilr-transformados mediante simples operaciones
matriciales (Aitchison, 1986; Egozcue y otros, 2003). Ademas, tiene la ventaja de que la
matriz de variacion de cualquier subcomposicion se obtiene simplemente extrayendo las
varianzas log-cociente asociadas a las partes que forma la subcomposicion. En
consonancia con la metodologia log-cociente, las varianzas log-cociente miden la

variabilidad relativa de una componente X; respecto a otra x;. Asi, var[In(x; /x;)]=0
implica que el cociente x;/x; es constante, por lo que existe una relacion de
proporcionalidad perfecta entre X; y Xj, mientras que var[In(x; / x;)] = implica que una
relacion de proporcionalidad inexistente. Esta relacion de proporcionalidad sustituye a
la habitual correlacion entre variables. Es sencillo obtener una medida que esté acotada

en el intervalo [0,1] considerando v; =exp(—,/z;). De esta manera, un valor v; =0

indica ausencia de relacion de proporcionalidad y un valor v; =1 indica relacion de

proporcionalidad perfecta. Destacar que si el interés es la independencia, ésta debe
expresarse en términos de independencia de subcomposiciones. Por ejemplo, dada una
composicion de 5 partes, la independencia entre las subcomposiciones [si, Sz, S3] Y [Sa,
ss] se expresa como cov[In(x,/x,);In(x,/x;)]=0 y cov[In(x,/x,);In(x,/x;)]=0.
Estas medidas son simplemente estimadas a partir de sus analogas muestrales aplicadas

sobre los correspondientes log-cocientes observados.
3.3 El problema de los ceros y su tratamiento

En los puntos anteriores hemos puesto de manifiesto que el correcto analisis estadistico
de vectores de proporciones gira entorno a los cocientes entre sus partes. Sin embargo,
si un vector presenta alguna componente nula resulta imposible considerar todos los

cocientes de la forma x; /x;. De manera que ni las transformaciones log-cociente, ni la

distancia de Aitchison, ni las medidas descriptivas son aplicables en este caso. En la
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literatura sobre datos composicionales se han distinguido dos tipos de ceros: los ceros
esenciales y los ceros por redondeo. Los ceros esenciales se corresponden con
componentes que realmente toman un valor nulo. A veces surgen por una excesiva
desagregacion o bien como un indicador de la existencia de diferentes submuestras
dentro del conjunto de datos. Asi, en la distribucion de un presupuesto familiar en
distintas partidas de gasto pueden distinguirse las familias que consumen tabaco o
bebidas alcohodlicas de las que no lo hacen. La fusién, amalgamamiento, de algunas de
las partes o el andlisis de submuestras de forma separada puede salvar el problema en
algunos casos. En Aitchison y Kay (2003) y Bacon-shone (2003) pueden encontrarse

algunas propuestas para tratar este tipo de ceros.

Un problema distinto es el de los ceros por redondeo, ceros que se corresponden con
valores que no han podido observarse porque limitaciones en los instrumentos de
medida o en el procedimiento de recogida y tratamiento de datos, o incluso politicas o
culturales, impiden que se registren cuantias pequefias que no superan cierto umbral de
deteccion. EI dato composicional con ceros por redondeo es un tipo especial de dato
incompleto y, por lo tanto, es susceptible de ser tratado mediante técnicas de imputacion
o0 reemplazamiento. El procedimiento elegido debe preservar la estructura de
covarianzas y ser coherente con las propiedades métricas especificas de los datos
composicionales. En Martin-Fernandez, Barcel6-Vidal y Pawlowsky-Glahn (2003) se
propone un procedimiento no paramétrico de reemplazamiento que satisface estas
condiciones. Consiste en imputar de forma multiplicativa los valores nulos con un valor
pequefio prefijado proporcional al umbral de deteccion. Con este procedimiento se
obtienen buenos resultados cuando el nimero de ceros es reducido o en conjuntos de
datos pequefios donde no es posible, o es arriesgado, establecer hipotesis
distribucionales sobre los datos. El inconveniente lo encontramos en la necesidad medir
la sensibilidad de los resultados al valor elegido para imputar, ademas de que tiende a
subestimar la variabilidad. Como alternativa paramétrica cuando se dispone de
conjuntos de datos relativamente grandes, Palarea-Albaladejo, Martin-Ferndndez y
GOmez-Garcia (2007) proponen una version del algoritmo EM basada en la distribucién
de probabilidad normal logistica aditiva. Este procedimiento imputa los ceros teniendo
en cuenta la informacién suministrada por el resto de componentes y corrige

sustancialmente la tendencia a la subestimacion de la variabilidad del reemplazamiento
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multiplicativo. Para agilizar la exposicion de los ejemplos de la seccion 4 asumiremos
que los datos no contienen ceros o que éstos han sido previamente tratados con alguno

de los métodos anteriores.
4. Algunos ejemplos seleccionados en economia

Hasta la fecha, el volumen de trabajos que hacen uso de la metodologia log-cociente en
el campo de la economia y las ciencias sociales es relativamente pequefio. Destacamos
los trabajos de Fry, Fry y McLaren (2000), donde se aplica a la especificacion de un
modelo microeconométrico para el analisis de la distribucién del presupuesto familiar;
Katz y King (1999), donde se propone un modelo para estudiar como la distribucion
geografica de los resultados electorales en un sistema multipartito dependen de una serie
de variables socioeconomicas; Larrosa (2003), que estudia los patrones de la
composicion del stock de capital en distintos paises; Anyadike-Danes (2003), que
analiza la composicion de la poblacidn no trabajadora en el Reino Unido y su relacion
con el nivel de desempleo. En las subsecciones siguientes ilustraremos la aplicacion

practica del analisis log-cociente a través de unos ejemplos del &mbito econdémico.
4.1. Distribucion de trabajadores inmigrantes por sectores de actividad.

En los ultimos afios, el dinamismo de nuestra economia ha provocado una importante
entrada de mano de obra inmigrante para cubrir las necesidades del mercado laboral
espanol. Es apreciable que el peso de las distintas nacionalidades no ha sido el mismo,
destacando las americanas y norteafricanas, en concreto Ecuador y Marruecos, aunque
se detecta una importancia creciente de otros grupos como es el caso de los ciudadanos
europeos fuera del ambito de la UE (informe 2/2004 del CES). Cabe preguntarse cémo
varia la demanda de trabajadores por sectores de actividad segun sea la nacionalidad de
los mismos. Por ejemplo, contrastaremos si hay diferencias significativas entre la
distribucion por sectores de actividad de los trabajadores procedentes de paises
latinoamericanos y africanos (grupo 1, 27 paises) y la de los trabajadores de otras
nacionalidades (grupo 2, 31 paises). Utilizaremos datos elaborados a partir de la
informacion suministrada por el Boletin Estadistico de Extranjeria e Inmigracion, n° 6,

de Julio de 2005, editado por el Ministerio de Trabajo y Asuntos Sociales.

Se consideran cuatro sectores: agricultura, industria, construccién y servicios. La Figura

2a muestra los datos de cada pais en S* en un diagrama cuaternario distinguiendo los
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continentes de origen. Se observa que el sector servicios es el que mas trabajadores
extranjeros atrae, especialmente los procedentes del continente americano. El sector
industria es el que menos trabajadores inmigrantes contrata. Si nos quedamos con la
subcomposicion formada por los tres sectores principales, los datos se proyectan sobre
el simplex S°. Esto nos permite visualizar mas claramente la distribucion sectorial de

los trabajadores de los distintos paises en la Figura 2b.

Agricultura

Agricultura

{+ Europa

O Africa
America

% Asiay QOceania

o
Py
4

Industr_i:clé‘{qi C:)

i

G

Construccidn e o ) . .
S & 75 50 5 5
Sericios Construccidn Sermicios

(@) (b)
Figura 2. Representacién grafica de la distribucion porcentual de los trabajadores extranjeros en
los distintos sectores de actividad distinguiendo continente de procedencia.
En la Tabla 1 tenemos un resumen descriptivo de los datos (véase subseccion 3.2.).
Observamos que la gran mayoria del trabajo inmigrante se concentra en el sector
servicios, tanto de forma global como cuando se distingue entre inmigrantes

latinoamericanos y africanos y el resto.

[agricul, industr, constru, servici]

Global g(X) [5.3027, 6.6366, 16.3326, 71.7281]

totvar(X) | 1.5072

Paises Latinoamericanos | g(X1) [6.4736, 6.9263, 21.1360, 65.4641]

y africanos (grupo 1) totvar(Xy) | 1.3548

Otras nacionalidades g(Xy) [4.3880, 6.2955, 12.8461, 76.4704]
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(grupo 2) totvar(Xy) | 1.5637

Tabla 1. Medidas descriptivas de la distribucién de trabajadores inmigrantes segun sector de

actividad, a nivel global y distinguiendo nacionalidad de origen.

Asumiendo, respectivamente, modelos aln(u,,X) y aln(n,,%) para los datos de los
grupos 1 y 2, contrastamos la hipotesis p, =pn, mediante el estadistico Traza de

Hotelling para muestras independientes aplicado sobre las muestras alr-transformadas.
Se obtiene un valor del estadistico de 0.193 con un p-valor asociado igual a 0.022.
Destacar que estos valores son independientes de la componente utilizada como
denominar en la transformacién alr. Al habitual 95% de confianza rechazariamos la
hipétesis de igualdad de medias, esto es, existe una diferencia significativa en la
distribucion sectorial de los dos grupos de trabajadores inmigrantes considerados. Un
buen indicador de la naturaleza de esta diferencia puede obtenerse como g(X1)eg(X;) =
[29.0591, 21.6707, 32.4081, 16.8621]. Este vector diferencia composicional muestra
que el grupo 1 se caracteriza frente al grupo 2 por un mayor peso relativo en los sectores

construccion y agricultura, respecto a los sectores industria y servicios.
4.2. Empleo del tiempo segun la edad.

En las ultimas décadas, con el disefio e implementacién de politicas de bienestar en los
paises desarrollados, hay un creciente interés por el estudio del uso que los ciudadanos
hacen de su tiempo. Esta informacion sirve de apoyo a la formulacion de politicas
familiares, de igualdad de género, etc.

En este ejemplo utilizaremos datos elaborados a partir de la Encuesta de Empleo del
Tiempo realizada por el INE en 2004 con el fin de construir un modelo de regresion que
explique la relacion entre el uso del tiempo y la edad de los individuos. Para simplificar
la exposicion, se agrupan las actividades en 3 grupos: 1. estudios o trabajo; 2. cuidados
personales, hogar y familia; 3. ocio y vida social. Hemos considerado una submuestra
aleatoria de 442 individuos sin proporciones nulas en los grupos de actividades
considerados. Destacar que la distribucion del tiempo es una variable composicional en
origen. El total, 24 horas, es el mismo para todos. De hecho, podriamos trabajar

directamente en unidades de tiempo y no con proporciones.

El modelo a estimar puede expresarse en términos de los datos alr-transformados como
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(7)

log(act, /act,) =B, +B,, log(edad) + ¢,
log(act, /act,) =B, +B,, log(edad) +¢,,

donde acty, act; y act; denotan, respectivamente, las proporciones de tiempo dedicadas a
las actividades de los grupos 1, 2 y 3. Destacar que este modelo de regresion es
invariante frente a permutaciones de las partes de la composicion act = [act;, act,, actg].
Esto es, si se toma como divisor de la transformacion alr una parte distinta a act; se
obtienen resultados compatibles. A continuacion, se estiman los parametros del modelo
mediante el habitual procedimiento de minimos cuadrados ordinarios y se llevan al
simplex utilizando la inversa de la transformacion alr (3). Tenemos entonces la recta de

regresién composicional dada por

[act,,act,, act,] = [0.1129,0.6036,0.2836] ® [0.4354, 0.3270, 0.2376] ® log(edad).

Para facilitar la interpretacion de los resultados, calculamos las distribuciones de tiempo
estimadas por el modelo y las ordenamos de menor a mayor edad. Denotemos mediante

0. Y 0,0 las estimaciones de las distribuciones de tiempo asociadas, respectivamente,

a la mayor y menor edad de la muestra. Si calculamos la diferencia composicional

O, ©0,,;, S€ Obtiene [0.5484, 0.2992, 0.1524], mientras que §,,,©0,. €S igual a

[0.1555, 0.2849, 0.5596]. Estos resultados ponen claramente de manifiesto el cambio en
la distribucién del tiempo segun la edad. Conforme se incrementa ésta aumenta el
tiempo dedicado a trabajo o estudios y disminuye el dedicado a ocio y vida social.
Podemos decir que el intercambio de tiempo se produce basicamente entre estos dos
grupos. El valor de la media geométrica composicional, [0.2996, 0.6046, 0.0957], revela
que el grupo cuidados personales, hogar y familia es al que mas tiempo se dedica. Puede
comprobarse también que esto es asi independientemente de la edad. Destaca que la
relacion de este grupo de actividad con el segundo y tercer grupo en importancia, que
como hemos visto cambian segun la edad, se mantiene casi constante en términos
relativos. Asi, 0.5484/0.2992 =~ 0.5596/0.2849 y 0.1524/0.2992 =~ 0.1555/0.2849.

En la Figura 3 representamos los datos observados y la recta de regresion composicional

en el simplex S® correspondiente a la composicion act. Las flechas indican el sentido

del desplazamiento conforme se incrementa la edad.
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Figura 3. Distribucion del tiempo diario entre tres grupos de actividades: valores observados y

recta de regresion composicional estimada en funcion de la edad.

Finalmente, destacaremos que también es posible realizar un analisis semejante en el
plano alr-transformado. Asi, las rectas de regresion estimadas a partir de (7) pueden

interpretarse como las ecuaciones paramétricas de la recta que relaciona log(act, /act,)
y log(act, /act,), siendo log(edad) la variable paramétrica. La ecuacion de dicha recta

vendra dada entonces por

log(act, /act,) = PobPu ~Pubo | P log(act, /act,),
11 11

que en este caso resulta ser igual a log(act, /act,) =1.2412 + 0.5274log(act, /act,) . En

la Figura 4 representamos los puntos en el plano alr junto a la recta estimada. La
pendiente de la recta es aproximadamente 1/2, por lo que un incremento de 2 unidades

en log(act,/act;) se traduce aproximadamente en un incremento de 1 unidad en

log(act, / act,) . Realizando algunas operaciones llegamos a la expresion equivalente:

act, /act, o (act, /act,)"**", (8)

De esta manera se observa de forma méas evidente una relacion cuadratica entre los

incrementos en act, /act, y los incrementos en act, /act,. Sabemos que la proporcion
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act, se mantiene aproximadamente constante con la edad, por lo que el incremento
cuadratico de act,/act, en relacion al incremento de act,/act, se explica
necesariamente por el efecto conjunto de la disminucion en acts junto al incremento en

act;. De modo que llegamos a la misma conclusion que cuando realizamos el analisis

sobre el simplex.

log(act2/act3)
N

log(actl/act3)

5. Comentarios finales

Al iniciar un proceso de modelizacion y analisis de datos es necesario prestar especial
atencion a las caracteristicas del espacio muestral sobre el que estan definidos. Esto es
imprescindible para la elaboracion de modelos estadisticos apropiados. Cuando se
trabaja con datos numéricos, habitualmente, se asume que se trata de datos reales. Sin
embargo, los datos que se refieren a partes de un total, entre otros, no se corresponden
con valores continuos sobre todo el espacio real, sino que se definen sobre un
subconjunto de este Ultimo sujeto a las restricciones de no negatividad y de suma
constante. Sin embargo, la mayoria de las veces se analizan recurriendo a las técnicas
multivariantes estandar para datos reales no restringidos, quizas por su apariencia de
vectores de numeros reales. Aunque en algunos casos practicos puede que se llegue a
conclusiones similares, lo importante es que, de base, no se esta actuando
correctamente. Las medidas de posicion, variabilidad, similaridad, etc. utilizadas en el

espacio real no son coherentes con la estructura geométrico-algebraica del simplex, por
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lo que nada garantiza que las inferencias tengan algun significado y se correspondan en
cierta medida con la realidad subyacente.

A lo largo de este trabajo se han revisado los fundamentos que determinan el marco
formal dentro del cual desarrollar técnicas y medidas coherentes con las caracteristicas
del simplex como espacio muestral. Reconociendo que los datos contienen sélo
informacion sobre las magnitudes relativas, la metodologia log-cociente permite
trasladar el problema al mas familiar espacio real, y aplicar entonces las herramientas de
analisis usuales. La implementacidén de esta estrategia no estd exenta de problemas
practicos. En concreto, han sido comentados los problemas derivados de la existencia de
observaciones con partes nulas y algunas de las soluciones propuestas. Como se ha
destacado, la caracterizacién del simplex como espacio Euclideo abre la posibilidad de
circunscribir la modelizacion estadistica al simplex, sin necesidad de recurrir a
transformaciones de los datos, redefiniendo los conceptos fundamentales de forma
adecuada. Esta idea marca una de las principales lineas de investigacion actuales en esta

area.

Finalmente, para ilustrar la aplicacion préctica del analisis log-cociente, se han
considerado dos ejemplos en el campo econdémico empleando técnicas de uso habitual
entre los investigadores. Estos ejemplos ponen de manifiesto las diferencias en el modo

de actuar y de interpretar los resultados cuando se trabaja con composiciones.
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Resumen

En este trabajo se realiza, en primer lugar, un estudio probabilistico completo de la distribucién troncopiramidal
como extension de la distribucidn trapezoidal univariante, esta Ultima se utiliza como modelo probabilistico en el
método PERT, el Andlisis de inversiones y el método de valoracion de las dos funciones de distribucion.

En segundo lugar, se obtienen las distribuciones marginales de la distribucion troncopiramidal, comprobandose, que a
su vez son analogas a las distribuciones del sistema de Pearson continuo univariante.

Finalmente se simplifican las expresiones de la distribucion troncopiramidal estandarizando los recorridos de las
variables originales.

Palabras clave: distribucion troncopiramidal, distribucion trapezoidal, sistema de Pearson.

Abstract

This paper describes, firstly, a complete probabilistic study of pyramidal trunk distribution as an extension of
univariate trapezoidal distribution, which is used as a probabilistic model in the PERT model, in investment analysis
and in the evaluation method of the two distribution functions.

Secondly, we obtain the marginal distributions of pyramidal trunk distribution, which are analogous to the
distributions of the Pearson univariate continuous system.

Finally, we simplify the expressions of the pyramidal trunk distribution, standardising the ranges of the original
variables.

Key words: Pyramidal trunk Distribution, Trapezoidal Distribution, Pearson system



1. Introduccién

La distribucion troncopiramidal surge, de manera natural, como una extension al
dominio bidimensional de la distribucion trapezoidal univariante (especificada mediante
los valores minimo, a, maximo, b, e intervalo modal, m; y my, del recorrido de la
variable) con el objetivo final de utilizarla como modelo probabilistico en los campos
donde esta ultima ha sido usada con éxito, a saber, en la Teoria General de Valoracion,
en particular, en el Método de Valoracion de las Dos Funciones de Distribucién
(MVDEFD), introducido por Ballestero, E.(1973) como método de las dos betas, en el
que se sugiere la posibilidad de usar la distribucion beta como modelo para la
valoracion sintética de tierras, con posterioridad fue ampliado por Romero, C.(1977) a
las distribuciones rectangulares y triangulares, Lozano, J.J. (1996) utiliza una clase
especial de distribuciones trapezoidales y Herrerias, Garcia, Cruz y Herrerias, (2001)
extienden el método al uso de distribuciones trapezoidales de cualquier tipo.

En este trabajo se obtienen las distribuciones marginales de la distribucion
troncopiramidal, comprobandose que satisfacen la ecuacion diferencial lineal, de primer
orden homogénea, clasica del sistema de Pearson de distribuciones continuas
univariantes, Elderton y Johnson (1969), por lo que las distribuciones marginales de la

distribucion troncopiramidal son distribuciones de Pearson.

La inclusion de la distribuciones marginales en el sistema de Pearson, trae como
consecuencia el conocimiento de una gran parte de las propiedades de la distribucion, a
pesar de ello se han obtenido las caracteristicas estocasticas més importantes de la

distribucion troncopiramidal.
2. Funcion de densidad de la distribucion troncopiramidal

Las caras del tronco de piramide pueden determinarse féacilmente por planos
determinados por tres puntos: dos en la base y el tercero correspondiente a uno de los
dos vértices del tronco de piramide, donde la cota de estos puntos o altura del tronco de
piramide, servird de constante normalizadora para la distribucion bivariante. Su

representacion grafica es:



Proyectando el tronco de pirdamide en el plano Z = 0. Se denotan por T; (i = 1,2,3,4,5)

las diferentes regiones que conforman los recorridos de (X ,Y).

pa= (a1 . ba) pa=(b1.ba)
T3 ps=(x1 ., y1. b
B pg= (22, ¥y1. I
Ty |Ts| Tz pr=(¥2, y2. b
o o pg= (1. ¥2. h)
p Ty
p1= (a1, az) X E pz=1(b1,az)

Se determinan los planos que conforman las cinco caras de la troncopiramidal, a

partir de la ecuacion del plano que pasa por tres puntos:

x vy z 1
ag a, 0 1

e TI(py,Ps.P2) = Xi yi hoo1 =0 =
bl as 0 1

T1(py, Ps, p2) = —h(ag —by)y +[ag(y1 —ap) +by(ap —y1)]z+as(ag —by)h =0



Dividiendo por (a;-b) :

-hy+(y,-a,)z+a,h=0 =

y_az h

1~ %2

= (a,-y)h+(y,-a,)z=0 = z= si(x,y)eTy 1)

I1(p,, Pe, P3) = h(ap —by)x +[by(ap —by) + x5 (by —ap)]z+by(by —ap)h =0

Dividiendo por (ax-hy): Z= bl—_Xh Si (X,y)eT2 (2)
b1 — X2

I1(p3,p7.P4) = —(by —ay)y +[by(y2 —bp) +as(by —yp)]z+by(by —aj)h =0
b2 _y h

Dividiendo por (bs-ay) : z=—2-""h si(x,y)eTs (3)
bz -Y,

I1(p1, pg, P4) = h(ap —by)x +[ag(as —by) +x1 (b —ap)]z+ay (b, —ap)h =0

X—a]_
X1 —a

Dividiendo por (az-b,) : Z= h si(x,y)eTy 4)

IT(ps, P, P7) = Z(X1Y2 + X2Y1 —X2Y2 — X1Y1) —h(X1Y2 +X2Y1 —X2Y2 —X1y1) =0

Dividiendo por (az-b,) : z=h si(X,y)eTs (5)

A partir de la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos, se obtienen las

proyecciones de las aristas de la troncopiramidal en el plano Z = 0:

X2—b

X2 =by + Liy-ay)
I, s x—by _y—-ap — y1—-2az (6)
Xa=by y1-2; Vi =ap + AL="2 (x—by)
X2 —by



X9 —b
Xona=bhy +-2 "1 (y_pb
o x=by_y-b, 23 = D1 y2—b2(y 2) -
23 - -b
Xz =b1 ¥z =D Vo3 =by + 2772 (x—by)
X —by
X1—1
Xaoq =aq + -b
Xy y-b, 34 =41 yz—bz(y 2) ©
34 —b
X1=8 Y2 Yas =by + 72772 (x ~ay)
X1—a
X1 -1
Xg1 =21+ (y-aj)
gy €9 X-a1 _ y—-ap = y1—-az (9)
- Nmd Var =g + 2702 (x —ay)
X1—a1

Donde se ha denotado por r;; (i, j = 1,2,3,4) la recta frontera de las regiones Ti y Tj.
Analogamente se denota por x;; € yj; las correspondientes abcisas u ordenadas de los
puntos de la recta r;. Finalmente, se denotan por Xij(yg) e Yij(Xg) las abcisas u
ordenadas de los puntos de la recta r; particularizada al valor yg 6 Xg

respectivamente. Esta notacion facilitara el calculo integral que se precisa en el estudio

de la distribucion de probabilidad.

De (1), (2), (3), (4) y (5) se obtiene la funcion de densidad troncopiramidal,

especificando el valor de h.

Para determinar h o constante normalizadora se recurre a que la integral de la funcion de

densidad debe cumplir:
b, ¢ b, B
Ial Iaz z(x,y)dxdy =1

Antes de calcular la integral, se comprueba que:

. a1<x<b1
z(x,¥)>0 V(x,y)eT; (i=1,2345) <
ap <y<by



para poder asegurar que z(x,y) es una verdadera funcién de densidad.

Se denota por z; (i = 1,2,3,4,5) la funcidon z de las variables X e Y en las regiones T; (i =
1,2,3,4,5), estas son respectivamente (1), (2), (3), (4) y (5).

Evidentemente:

_[atjljaizz(x, y)dxdy =J'.[T1 z(X, y)dxdy + -”Tz Z(X, y)dxdy + ” . z(x, y)dxdy +
+ -”TA z(x, y)dxdy + -”Ts z(x, y)dxdy = jailjjjledxdy +
+ I :21 j;jz Ldydx + J‘;;j:jzfjdxdy + I:jﬁ“z 4dydx + f :12 j;’: z5dydx =

=0z —ay Y2 YDy a1 X, = X))+ (0; ~a1)(bz ~a,) +(Xy ~X,)Y2 ~¥a)

Igualando a 1 se tiene:

6

_ (10)
(by —az +yy —y1)(by —ag + Xy —xq) +(by —ag)(bp —ap) + (X2 —X1)(Y2 — Y1)

La expresion de la funcién de densidad de la distribucion troncopiramidal es la
siguiente:

y—ap

——=h si(x,y)eTy
yi1—-az
bl—X .

h si(x, T
by~ %, (x,y)eT,
D2 =Y 1 si(x,y)eTs

z(x,y) =4 b2—Y2 (11)
T4 b osix,y)eT,
X1—a1
h si (X,y) eTs
0 en otro caso

O lo que es lo mismo:



y—ap

h Si X410 <X<Xpp Adp<y<y;

y1—-a
bl_x h si X2<X<b1/\y12£ySy23
by — X3
b2 =Yy X34 SX<Xo3 A Yo <Y< by
z(x,y)=1{b2-Y2 (12)
XTU b i ag<x<xX| A Ya <Y<Y
X1—a1
h S Xg <X<Xp AY <Y<Yy

0 En otro caso

3. Funcién de distribucion de la distribucion troncopiramidal

En el célculo de la funcidn de distribucion hay que distinguir varios casos:

1. Si(Xo, Yo)e Ty, se tiene que:

(a1 ,bz) (b1, b2
Ty
¥0
T
(a1, az2) (b1, az)
0

F(Xo.Yo) = L:’Iaxl‘” z,,dxdy + jaiOI:4i z,dxdy =

h (X, —a ~a,)> h x,-a
:_(0 D¥o—232)° h x4 12(y0—a2)3
2 Yi1—-a 6 (y;-ay)

(13)




Puede comprobarse que F(a;,a2)=0 y

funcional de la funcion de densidad en la region T;.

0% F(Xg,Yo) _pYo-

a
2 que es la forma

0Xp 0Yp y1—-ap

2. Si(Xo,Yo)eT,, hay que distinguir los tres casos siguientes:

I. (Xo,Yo0)eT,;conyp< yi,setiene que:

(a1, ba)
Ty T4
¥l
¥0
T, )
(a1, az2)
ity

F(Xq,Yo) = J.:.[:l“ z ,dxdy + _[yy°

Y12(Xo) [ Xo hb,—a
"‘I _[ zydxdy =— i ai (Yo —@3)

az X1 2 Y1 —

12(Xo)

X41

2 hby—a; —(X; —Xy)

(b1, b2)

(b1.az)

| 27, dxdy + j;’° | 0 7, dxdy +

12(Xo)

XlZ

(Yo _a2)3 + (14)

6

(Y1 _32)2

h y;-a h (Yo —a,)(b; —Xg)?
+—yl—2(b1—xo)3—5(y0 2)(b; —Xq)

6 (b, —X2)2

Puede comprobarse que

b, —

X3

0% F(xo,Yo) _ hP1-

X .
0. que es la forma funcional de

0Xp 0Yo

la funcion de densidad en la region To.

. (Xo,Yo)eT,; cony; <yg<y,, se tiene que:

by — X3



(a1,b2) b1,b2)

¥

¥0

Ty Ts| | T
¥l
T
(a1, az) (b1, az)
Xl E2ED

F(Xg,Yo) = J': _f ;/:1 z,,dxdy + J'ilj‘:; z,dxdy + j:: f :2“ z,dxdy +

+ LZZ j;’: z-dydx + f;:"j;’lz z,dxdy =

—a, )by — xn)? (15)
=g(b1 —X1)(Yo —az)—% (Yo 121)5 X12 Xo) +%(Xz —a)(Yo — Y1)+
+%(X1 —a;)(y1 —ay) _%(bl —X)(y; —ay) +%ﬁ(b1 _X0)3

2 _
0" F(X0.Y0) _ 1, b1=xg , que es la forma funcional de
dXg 0Yo by —X»

la funcion de densidad en la region To.

Puede comprobarse que

li. (Xo,Yo)eT,; conyp>Yy,, setiene que:

(a1, baz) (b1.b2)
o
V2 I3
Ty | Ts [Tz
¥l
T
(a1, az) (b1 ., az)
Xl X2 X0



( ) J';z'[ * 7,,dxdy + Isz X23z3dxdy + jbl j V2 7, dydx +
F(xo.¥o)=1-| ™ e =

_[yy“( °)j zzdxdy+j jyﬂ z,dydx )

h b, —a, (b, - 0)2 h b; —a; — (X, —Xy) (b, -
1 2 b, -y, 6 (b, —y,)?
“h yi-ap (b, - x)® + h (Yo —a2)(by —Xo)?
6 (b, - ) by — X3

(16)

yo)® -

2
Puede comprobarse que F(bj,bo)=1y 0" F(Xo.¥0) =h by =Xo
0 X0 0 Yo bl — X2

forma funcional de la funcién de densidad en la region To.

, que es la

Si (Xo, Yo) € T3, hay que distinguir tres casos:

I. (Xo, Yo)€ T3; con Xg < X1, Se tiene que:

F(Xo.Y0) = .[x (yo)IyAZ?’ddeJrj A(VO)JVM

+J‘334(y°j z4dydx+j Iy“zldydx=

hbz az( Xg — )z_ﬂbz—az—(h—yl)
2 -y 6 (x, —a;)?

+EX1—( b, —yy)° _h (o —a;)(by —yo)®
6 (b, —y,)° 2 by~

z ,dydx +

(17)

3
(Xo —2a7)” +

2 —
Puede comprobarse que O F(Xo¥0) _ h b, =¥,
0 Xo 0 Yo bz -y,

, que es la forma funcional de la

funcion de densidad en la region Ts.

Il. (X0, Yo) €Tg; con X < Xo< X, Se tiene que:

10



F(Xg,Yo) = I: J.;/: z ,dxdy + .[52‘)].:4 z,,dydx + .[::J.:; z,dxdy +
+ j:’ j;; Z5dydx + '[;2" J * z,0xdy =

h(xo a,)(b, - YO)
b, -y,

(18)

:%(xo—al)(bz Y1) - t (X —Xq)(y2 —az) +

hx1

3
6 (b, - ) (2 Yo)

+%(X1 —a5)(y; —23) _E(Xl —ap)(by, —yy)+

62 F(Xo’yo) —h bz _yo

Puede comprobarse que =
0 Xo 0 Yo bz -y,

, que es la forma funcional de la

funcion de densidad en la region Ts.

iii. (X0, Yo) € Tg; con Xg > Xy, Se tiene que:

fyojxg‘z4dxdy+j | 2323dxdy+J'y23( o j * Z 5dxdy +

F(XO,yO)Zl_ Ya3 Y12 : -
+JXO Iylz zzdydx+_|‘X Ia z,dydx
h (xo —ai)(b, —Yo)® hby—a,—(y,-y1) (by - xg)° - (19)
=1-— 2 b _y2 6 (b XZ)
h X 3, hb, - a2 2
———( o)~ + ( )
6 (b, -y,)° 2 2 by - 1

62 F(Xo’yo) —h bz _yo

Puede comprobarse que F(bq,by)=1y =
0%, 0Y, b, -y,

, que es la forma

funcional de la funcion de densidad en la region Ts.

4. Si(Xo,Yo)eTy:

F(Xq,Yo) = j:’ j z ,dydx + I IM z,dydx =

Vo —a,)(Xp—a))* h y;- (20)

—a 6 (x; - 31)

_h 3
> ( 0 —21)

11



o° F(xg,Yo) _pXo—&
0Xp 0Yo X1 —ag

Puede comprobarse que F(a;,a2)=0 y , que es la forma

funcional de la funcion de densidad en la region T,.

5. Si(Xo, Yo) €Ts:

F(Xq,Yo)= I:J‘f z,dydx + Iaylj:c’ z,dxdy + _[:O j;’" zgdydx =
h 1 41 h 2 41 1 h 1 (21)
ZE(XO —X1)(Yo —a3) +E(XO —a1)(Yo — Y1) +§(X1 —ag)(y; —a;)

0% F(x0,Yo)

Puede comprobarse que
9Xp Yo

=h, que es la forma funcional de la funcion de

densidad en la region Ts.

4. Funciones de densidad marginales
4.1. Densidad marginal de X

Se distinguen tres casos para obtener f;(X):

I. Sia; <Xx<xq,setiene:

J‘Y4121dy+"‘ 3 4dy+J‘ ngy h—2 %2 b —a; ( ) h (bZ a2) (y2 yl) (X a ) (22)
% Xp—ay 2 (xg-ay)’

ii. Si xq <x <Xy, setiene:

Y1 Y2 b, h
Iaz Zld)“rjyl z5dy+fy223dy=5(b2 —a; +Ys — Y1) (23)

iii. Si X, <x < by, se tiene:

12



J'ai“ z,dy + J‘;jzzdy + J':; z5dy=h EZ

~3 . _ _h(by-a3)-(y, —y1) b —x)2 (24
1—X2(1 X) > (b, —x,)? (by —x)°  (24)

- b .
Facilmente se demuestra que '[a 'f1(x) dx =1, teniendo en cuenta (10).
1
El momento no centrado de orden 1 de la variable X tiene la siguiente expresion:

h
h (b12 _alz)(bz _az)+E(X22 _X12)(V2 Y1)+

ayg = E[X]=E h (25)
2 2
+§((b1 +X5)% —(Xg +ag) )(bz —ap; +Yy — Y1)
El momento no centrado de orden 2 de la variable X tiene la siguiente expresion:
3 3 3 3
. h |:((b1 +X7)" —(Xg +2q) )(bz —a;+Y, — Y1) +3(by —ay)(by” —a4 )+] (26)
20 — An
60 + (b, —a,) (arxa® —bix,?) +(y2 = ¥1) (B0¢,° = %1°) + 33,7 = x,b,%)

De donde la varianza de la variable X, puede expresarse de la siguiente forma:

48{(@1 #%5)° = (X1 +20)° J(bo ~a5 + Y5 ~y1) +3(0; ~a) (b ~ ") + } i

var. = + (b, _az)(alxlz - b1X22)+(Y2 -Y1) (3(X23 —X13) + Xlalz —Xzblz)
=

2880 —5h|:2(b12 —a;%) (by —a2) + 20" = x.°) (¥ —Y1)+}2
+((b1 +X2)2 —(Xq +a1)2)(b2 —a; +Y, — VY1)

(27)

4.2. Densidad marginal de Y
Se distinguen tres casos para obtener f, (y):

I. Sia,<y<y,,setiene:

Xan X12 b, b, —a h (b —a;) - (Xo —X4) 2
dx + [ “zdx+ | " z,dx=h—1—L(y-a,)-——1t 1 221 (y_a 28
Jy, 2t [, e [ zadk=h By —ag) — T T T e (@29)

ii. Siy, <y<y,,setiene:

Xy X, b, h
ja124dX+JXl 25dx+'[x222dx=5(b1 —a, + X, — %) (29)

13



iii. Siy,<y<hb,,setiene:

Xa4 Xys b, b, —a h (by —ay)— (X5, —Xy) P
2,0+ [ Pzadx+ [ z,dx=h—2""L (b, —y)———L 1 2 "1, - 30
I M M e v CE Ve R R CY

s b .
Facilmente se demuestra que J'a 2f2 (y)dy =1, teniendo en cuenta (10).
2
El momento no centrado de orden 1 de la variable Y tiene la siguiente expresion:

h h
E(bz2 _azz)(bl _a1)+E(Y22 —Y12)(X2 —Xq)+

ag =E[y]= h (31)
+§((b2 + yz)2 -(y1 +a2)2)(b1 —ay + X3 —Xy)
El momento no centrado de orden 2 de la variable Y tiene la siguiente expresion:
3 3 3 3
o — h {((bz +Y2)” —(y1+23) )(bl_a1+X2 —X1)+3(by —a;) (by" —a,") + } (32)
02 — An
60{ + (b; —a;) (a,y1° —byy,”) + (X5 —X1) (B(Y,° —y1°) + 13, —y,b,%)

De donde la varianza de Y, puede expresarse de la siguiente forma:

48[((b2 +Y,)° -1 +az)3)(b1 —ay X, - X1) +3(by —a;) (b, -a,%) + }_
var. = h + (b —a1) @2Y1° —bay,?) +(Xz = x1) Bly2" —y1®) +¥1a," —y2by?)

y = 2
2880 _Sh{z(bzz —a,7) (by —a) +2(¥," - ¥1%) (Xz —x1) ﬂ

+((b2 +Y2)2 -(y1 +az)2)(b1 —ag + Xy —Xq)

(33)
Proposicion

Las funciones de densidad marginales de la distribucion troncopiramidal satisfacen la
ecuacion diferencial del sistema de Pearson, correspondiente a las distribuciones

univariantes continuas.

14



n b2 -2 (x—ag)- h (bp —ap) - (Y2 y1) (x—a1)? si ag<x<x
X1 -2 2 (x-ay)?
h .
f(x) = 5 (02-22+y2-y1) si Xg SX<Xo (34)
o b2 —a (by - x) - h(by—ap) - (yz y1) (b —x)2 si xp<x<by
by — X3 2 (by-xp)°

Como f1(xq) =f1(x>) :g(bz —ay+Yo—Yy1) Yy ademas:

hb2 as h(b2_a2) (y22 yl) (X a ) Si a; <X <Xp
X1 —aq (Xg —ag)
f{(x) = 0 st X1 SX <X (39)
h by — (b2 ap) - (y2 y1) (by—x) si xp<x<bg
by —X2 (by —x7)?

Obsérvese que f{(x; ) =h Y2 YL y f/(x,") = —h Y21
X1—-91 bl—X2

Si se nota por:

D= (by —ap)(x1—2y) _ (by —ap)(by —xp)
by —az —(y2 - y1) by —az —(y2 - y1)
Se tiene:
_(al + IO)

Si dq <X <X1
2 2
X ap
X e prap i

fi(x) _ 0
f1(x)

Si Xq <X<Xp (36)

—(by—q)
2 2
X b
X o -apbyas L

Si X9 <X<by

15



Observese que las raices de los denominadores son respectivamente (a;y 2p+ay) y

(byyby—2q).
5. La distribucion troncopiramidal estandarizada

Como es habitual, el recorrido finito de una variable aleatoria puede transformarse en un
recorrido sobre (0,1). Este recorrido estandarizado se obtiene restando al valor original
de la variable el valor més pequefio y el resultado se divide por el recorrido de la
variable original, esto es, la diferencia entre el mayor y el menor de los valores de la

variable original, por tanto, si el recorrido de la variable X es (a,b), la variable

. * X—-a .
estandarizada X = b evidentemente toma sus valores en (0,1).
—-a

En el caso de la distribucion piramidal pueden transformarse los recorridos de las

variables X e Y, Rx(a;,b;) y Ry(az,by) en recorridos estandarizados R~ (01) y
Ry (0,1) con lo que las férmulas obtenidas anteriormente para el caso de una

distribucion piramidal general, se convierten en férmulas mucho mas sencillas y

simples en su aplicacién empirica.

A continuacion se detalla, a manera de ejemplo, como resultan las formulas generales,

cuando se realiza la estandarizacion en los recorridos de las variables:
Aplicando que:

o XTd e y _y-ay (37)
by —ag by —ap

Se tiene:
aI :O:a;, bI :1:b;,
(38)

XT3 > _Xpmd ¢ Y1732
by —ag by —a; by-ay’

*_Y2—a
by —ap

16



La expresion de la constante normalizadora h queda reducida a :

h' = 6 (39)

1+ (Xa = X1)(Y2 — Y1)+ 1+ X2 =X)L+ Y2 — Y1)

La funcion de densidad queda reducida a:

Dy siedy)eT,
Y1

*

h
(1-x3)

*

* * h
FY =1 a-y))

1-x) si(x,y)eT,

(- Y) S'(X Y)ETS (40)

—X Si (x*, y*) €Ty

h si(x,y)eTs

0 en otro caso

Los momentos no centrados de orden 1 tienen las expresiones siguientes:

el x]-2 (2+(1+2XZ>(1+y2—y1)+(1+3y2—3y1)(xZ ¥ )]

(41)
el y]-1 (2+ (L4 2y3) W X5 — X))+ Q43X -3 3 Vi )]
Los momentos no centrados de orden 2 tienen las siguientes expresiones:
* h* * *2 * *2 * * * * *3 *3
Ay =%(3+x2 =Xy +(@+2X; +3%; JA+y, —y)+A+4y; 4y ) (X, —Xg ))
(42)

*

* h * *2 * *2 * * * * *3 *3
24 :E(3+Y2 =Yy +(@+2y; +3y; Y(A+X, —X1) +(1+4X, —4x) (Y2 -V ))

17



Las varianzas de las variables estandarizadas tienen las expresiones siguientes:

i %2 * %2 % |
48 3+X2—X2 +(1+2X2 +3X2 )(1+y2—y1)+
* * * *3 *3
o2, _h +@1+4yy; —4y;)(Xp —X1 )
2880 ’
* * * * * * *2 *2
-5h (2+(1+2X2)(1+YZ—y1)+(1+3Y2—3Y1)(X2 — X1 )j
(43)
%2 * %2 % i
ag| 3TY2 Y2 +(1+2y2+3y5 YA X =X )+ ]
* * * *3 *3
o2, _h +@+4x5 —4x1) (Y2 —Y1 )
2880 2
* * * * * * *2 *2
—5h [24—(14— 2y2)(l+ X9 —Xl)+(1+ 3X2 —3x1)(y2 -Y1 )j

La covarianza de X" e Y~ puede expresarse de la siguiente forma:

. «2 w20\, %2 %2
5+(1+3x2+6(x2 - X4 ))(YZ -y1 )+
24
+(1+x;+x§2—XIZ)(1+3y§)+X§(2+y§)
COV - - :h_ (44)

J(2r@s 20 arys -y a3y -3 06" -x)
-5h

(24 @2y @G -x)+ Q3G -3 05 -v1)
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Resumen

En un trabajo anterior, los autores desarrollaron un modelo bayesiano jerarquico, con especificaciones normal-
gamma, para la desagregacion temporal de series econémicas, en presencia de indicadores. La comparacién con otros
métodos avalaba la calidad del procedimiento desarrollado, comparandolo con procedimientos clasicos (Chow-lin,
con especificacion AR(1) o de ruido blanco para las perturbaciones). Se ilustraba el método con una desagregacion de
los valores afiadidos regionales en la Contabilidad Regional del INE.

Cuando se desagregan temporalmente varias series sujetas a identidades contables (por ejemplo sectoriales y/o
geogréficas), se plantea la conciliacién entre desagregaciones temporales individuales e identidades transversales.
Existen aportaciones de interés en este campo, alguna de ellas recientes, desde distintas metodologias, pero no se han
realizado, que conozcamos, propuestas desde la Optica bayesiana.

Existen referencias adecuadas para los procedimientos clasicos, mientras que trabajos recientes han abordado la
conciliacion de series desestacionalizadas provenientes de series brutas ya armonizadas.

En este trabajo se realiza la conciliacion simultanea entre la desagregacion temporal y la espacial-sectorial (siguiendo
una tabla de doble entrada) mediante un modelo conjunto bayesiano jerarquico normal-gamma, que resultaria de la
yuxtaposicién de los modelos individuales y del agregado, con una estructura de covarianzas adecuada, y suponiendo
conocidos indicadores de comportamiento. Se obtiene la solucién conjuntamente 6Optima y se ilustra su
funcionamiento mediante una aplicacion que obtiene estimaciones trimestrales provinciales con desagregacion
sectorial a partir de la Contabilidad Regional de Espafia y de la Contabilidad Regional Trimestral de Castillay Leon
Palabras clave: Métodos bayesianos, Analisis regional, Desagregacién temporal, Cuentas regionales.

SPATIAL-SECTORAL BENCHMARKING FOR A TWO-WAY CLASSIFIED TABLE OF TIME
SERIES. IMPLEMENTATION FOR THE REGIONAL AND PROVINCIAL ACCOUNTS
Abstract

In a previous paper, we present a bayesian hierarchical normal-gamma model, allowing for benchmarking of time
series, using indicators. The model has been compared with classical ones (AR(1)-Chow-Lin, among others), and its
practical interest showed by benchmarking annual data from the Spanish Regional Accounts (I.N.E.)

The disaggregation of time series linked by accounting constraints (contemporaneous and/or temporal ones) involves
the conciliation of individual disaggregations. In recent years there have been relevant contributions to this topic but,
as far as we know, the bayesian approach has not been used.

Classical approaches are well described in the literature, and recent proposals point to the conciliation of SA series
from concilied original ones.

In this paper, we deal with the simultaneous benchmarking of a two-way classified table of time series, by using a
bayesian hierarchical normal-gamma model that superimposes the individual and the global indicators models and by
settling the appropriate random structure. Authors derive the joint optimal solution and, finally, the method is used to
benchmark the province's Spanish Regional Accounts (Spanish Statistics Institute) with the Quarterly Regional
Accounts (Regional Statistics Institute of Castillay Ledn)

Key words: Bayesian methods, Benchmarking, Regional Accounts.

lTrabajo OTP/06/06 realizado bajo subvencion de la Consejeria de Hacienda de la Junta de Castilla y Ledn (Direccién General de
Estadistica), concedida por Resolucion de 28-09-06 (Convocatoria de 10-04-06, de concurso publico para la realizacién de trabajos
y proyectos de investigacion en materia de Estadistica aplicada, BOCYL n° 78 de 21-04-06).



1. Introduccién

En un trabajo anterior (Rojo y Sanz (2005)), los autores desarrollaron un procedimiento
bayesiano para estimar una serie trimestral, dada la correspondiente agregacion anual, y
de acuerdo con la informacion proporcionada por un conjunto de indicadores
trimestrales. El objetivo era la distribucion de magnitudes anuales, en el sentido en que

Friedman (1962) da a este término.

Desde el punto de vista distribucional, se trataba de un modelo bayesiano jerarquico,
con una especificacion de las denominadas normal-gamma (véase, por ejemplo,
Spiegelhalter et. al. (1999) o Box y Tiao (1973)), por establecer distribuciones normales
para las variables de posicion y distribuciones gamma para las de precision. Ello
garantiza que el problema se mueve en las coordenadas de una de las familias

conjugadas de distribuciones, con marginales gamma o de Student, segun los casos.

Una de las aportaciones mas novedosas de dicho trabajo residio en el sistema elegido
para el establecimiento de las distribuciones marginales a priori. La idea (véase
asimismo Rojo y Sanz (2005)) es que la utilizacién de distribuciones neutrales (o
aproximadamente neutrales) a priori proporciona distribuciones a posteriori sobre-

dispersas, por el escaso peso de la verosimilitud sobre el conjunto del modelo.

La determinacion de las distribuciones marginales a priori obtenidas en este apartado
permitié la asignacién de valores razonables para los parametros implicados en las
mismas, de manera que las distribuciones utilizadas eran propias. Ello se conseguia a
partir de una pre-trimestralizacion de los valores anuales de la serie, pre-
trimestralizacion que utiliza un procedimiento sin indicadores, en concreto, el método
de Boot-Feibes y Lisman (Boot y Feibes, (1967), BFL a partir de ahora). Las
conclusiones que afloraron en este apartado indican que es posible realizar asignaciones
a priori de los parametros e hiperparametros de las distribuciones a priori, exceptuando
la matriz P, implicada en la distribucion a priori de la serie trimestral (debido al
excesivo nimero de parametros implicados), que se tomd igual a la matriz identidad en
las aplicaciones. Ello no implica que, a posteriori, sea igual a la identidad, obteniéndose

correlaciones no nulas a posteriori.



Finalmente se obtuvieron las distribuciones marginales a posteriori de los parametros y
variables implicados, restringidas por la necesaria conciliacion entre datos trimestrales y
anuales, y el estimador 6ptimo (de Bayes), esperanza de la distribucion marginal a
posteriori. Las distribuciones son gammas o de Student multivariantes, con lo cual la
expresion de su esperanza es conocida, no siendo necesarios procedimientos de
simulacion para su obtencion. Los autores elaboraron programas de aplicacion en TSP y
en SPLUS para su desarrollo practico, que permitieron evidenciar la calidad del método
propuesto mediante un ejemplo tomado de la Contabilidad Nacional Trimestral en
varios escenarios para las perturbaciones del modelo de verosimilitud, comparando la
solucion obtenida, tanto con los “verdaderos” valores, como con la solucién que
proporciona el procedimiento clasico mas idoneo en cada caso (Denton, Chow-Lin o
Chow-Lin con esquema de Fernandez, véanse Denton (1971), Chow y Lin (1971) o
Fernandez (1981)).

Aunque es necesario realizar comparaciones sistematicas mediante procedimientos de
simulacion (véase Rodriguez Feijéo vy otros (2003)) las conclusiones de la anterior
aplicacion establecieron la mayor calidad del procedimiento bayesiano obtenido frente a
los procedimientos cléasicos, en los tres escenarios. Es posible que la regularidad
implicada por el procedimiento bayesiano, junto con el hecho de que la serie original de
la Contabilidad Nacional Trimestral fuera una ciclo-tendencia, y por ello suave, haya

realzado mas la calidad de nuestro método.

Desde entonces, las técnicas de trimestralizacion han alcanzado nuevos dessarrollos
(vease, por ejemplo, Di Fonzo (2003) o Santos Silva y Cardoso (2001) sobre
procedimientos dindmicos, Jerez et. al. (2005), Proietti (2005) o Palate (2005) sobre uso
del Filtro de Kalman). Sin embargo, no se ha avanzado grandemente en el terreno de la
conciliacién entre la desagregacion temporal y la espacial-sectorial. Laniel y Fyfe
(1989) propusieron en su dia una solucidn iterativa, que discrimina entre la importancia
relativa de las distintas restricciones, utilizando el algoritmo denominado “raking ratio”
y, basicamente, los resultados se siguen encontrando al nivel de los obtenidos y
referenciados en Pavia (1997) salvo el reciente trabajo de Di Fonzo y Marini (2005) o el
de Queneville y Rancourt (2005). Y por otro lado, no existen, que conozcamos,

referencias de metodologia bayesiana en este terreno. Sin embargo, los procedimientos



bayesianos pueden presentar ventajas adicionales cuando la base estadistica informativa
se refiere a pequerias areas (véase Rojo y Sanz (2002)), lo que es importante en las
aplicaciones provinciales, debido a su menor tamafio y a la ausencia de datos o a la falta

de calidad estadistica de los mismos.

En este trabajo se realiza dicha conciliacion mediante un modelo conjunto bayesiano
normal-gamma, con una estructura de covarianzas adecuada. Aungue en un principio se
pensé en que los indicadores del procedimiento fueran trimestralizaciones no
armonizadas, en la linea argumental del trabajo de Pavia (1997), finalmente la opcién
elegida utiliza en la verosimilitud indicadores de comportamiento, para poder cubrir
trabajos como el ya citado de Di Fonzo y Marini (2005), que se aplica a la conciliacion
de series mensuales desestacionalizadas provenientes de series brutas armonizadas,

entre otros puntos de interés.

En la linea de los trabajos mas recientes de los autores, las distribuciones a priori son
informativas (no neutrales, en consecuencia) y el modelo global utilizara las
distribuciones a posteriori, restringidas, para las series trimestrales, en la linea de Rojo y
Sanz (2005).

El citado trabajo de Di Fonzo y Marini (DiFonzo y Marini, 2005) se plantea un objetivo
relacionado con el nuestro, la armonizacion de series desestacionalizadas provenientes
de series brutas armonizadas. Adicionalmente, plantean la armonizacion de series con
restricciones siguiendo una tabla de doble entrada, que es el problema que nosotros
abordamos, si bien la solucion utiliza distinta metodologia y no permite el uso de
indicadores, sino solo de aproximaciones. Dichos autores sefialan que el trabajo se
puede aplicar a objetivos mas generales relacionados con identidades contables
transversales (como por ejemplo los abordados en Chen y Dagum (1997), Eurostat
(1999) o Di Fonzo (2002)).

2. Planteamiento del problema
Supongamos que se dispone de un marco contable para una Contabilidad provincial, en
el que la region resulta del agregado de R provincias, estando a su vez la actividad

econdémica desagregada en S sectores o0 mejor, ramas de actividad.



Se suponen conocidos los agregados anuales para cada provincia y rama, en un conjunto

homogéneo, metodoldgicamente hablando, de N afios
Vi = Yijpo--r Yin)h 1=4.,R j=1...,S

y se suponen asimismo conocidos los datos trimestrales para el conjunto regional
correspondientes a cada una de las S ramas, para los n trimestres correspondientes a

los N afios (suponemos afios completos, n=4N), esto es, conocemos b;, j=1,...,S,

siendo b; = (b,...,by )" j=1...,S,

El objetivo es la obtencién de una estimacion para las cifras trimestrales desagregadas

por sectores y provincias, X; :(x X ) i=1...,R, j=1...,S, de manera que se

ij1re 0 Aijn

verifican las restricciones que Ilamaremos “anuales”,

4a
Yie = 2, Xy, a=L..,N, i=L1_..R, j=1..S [1]

t=4(a-1)+1

y las que denominaremos “regionales”,

b =>%, j=1....S [2]

R
i=1

Este sistema de series trimestrales con una doble clasificacion lo podemos visualizar de

forma gréfica como

Rama de actividad
Provincia 1 .- j .- S Total
1 X11 vee Xij . Xls 81
! Xil Xu XiS ai
R XRl cee XRj . XRS aR
Total b1 oo bj ces bs

Por ejemplo, en la Contabilidad Regional del INE, se dispone de valores anuales desde
el lado de la oferta para las 17 Comunidades autonomas, y de la Contabilidad Nacional

Trimestral que proporciona el conjunto nacional con frecuencia trimestral en el



entendimiento de que las magnitudes anuales y los datos de la Contabilidad Regional
Trimestral de la D.G. de Estadistica de la Junta de Castilla y LeOn estuvieran

armonizadas.

Di Fonzo y Marini (2003) establecen distintas situaciones a estudiar, dependiendo de
cudles entre las restricciones (anuales, regionales, sectoriales) sean conocidas. Nuestro
trabajo podria transformarse para resolver dichas situaciones, si bien nos centramos en

la aqui propuesta por adaptarse a la realidad estadistica regional.

Obsérvese que estamos tomando las variables como “flujos”, de manera que la
agregacion se produce por suma. Si las variables fueran “indices”, la agregacion se
obtendria como media. Los cambios son anecdoticos, y no se reflejan en la profundidad
del trabajo. Otro tanto ocurre si la cifra anual fuera la del ultimo trimestre (saldo) o la
del primero. Sefialemos también que este procedimiento esta disefiado para
trimestralizar datos anuales, que es la aplicacion propuesta. Con otras frecuencias
(mensualizacion de datos trimestrales o anuales) las modificaciones son asimismo de

menor entidad.

3. Formulacion bayesiana. Distribuciones a priori

Sea X la matriz columna X = (X,;,..., Xgyss-++s Xg51---» Xgg ) d€ dimension nRS x1 con los

valores trimestrales a estimar. Como en Rojo y Sanz (2005) supondremos una

distribucion normal a priori, dada la precisionz ,
7r(x|r,D)ocz'm’zexp{—%(x—y)‘P(x—y)}

siendo m=nRS, P una matriz mxm no singular y D:{yij,bj,i:l,...R,j:1,...,8}

los datos. En la forma cuadratica normal se introduce una forma cuadratica adicional
que proporciona mayores probabilidades a priori a las series mas regulares, para evitar

la volatilidad habitual de los métodos de trimestralizacidn. Se afiade, por tanto, un factor

n

- ) .
expi——> D> (X~ Xye) =9Xp{——X[IRS®D'D]x}
VA : : 2



donde D es la matriz (n—-1)xn de primeras diferencias (d; =-1,d;;,,=1,

i=1,...,n-1,y el resto ceros). Un mayor grado de alisado se obtiene introduciendo un
factor exp {—%x'[IRS ® D, Dz]x} donde D, es la matriz (n—2)xn que produce

segundas diferencias, (d;=1d;;,,=-2,d,;,,=1i=1...,n-2). En este trabajo

utilizaremos la correccion mediante las primeras diferencias.

No utilizaremos la matriz de primeras diferencias de Denton (Denton, 1971) que afiade
una fila inicial con un uno en su primera columna, propuesta para simplificar el célculo
de inversas al convertir a D en una matriz cuadrada (hay una version similar para las
segundas diferencias) ya que es innecesario en nuestro procedimiento y atrae el primer
valor de la serie hacia el cero, haciendo muy dependiente el resultado de las escalas
empleadas. Pueden verse las criticas de Cholette (1984) o Sanz (1981) a la
aproximacion de Denton.

Finalmente imponemos las restricciones, esto es, asignamos densidades a priori nulas a

los valores que no respeten las restricciones anuales [1] o las regionales [2].

En definitiva, la distribucién a priori de x condicionada por = resulta

z(x|z, D)ocrmlz-exp{—%[(x—,u)'P(X—,u)+X'(IRS ® D'D)x]}

sujetaa [1] y [2].
Para z suponemos una distribucion marginal a priori gamma,
n(zr|D)oc 77 -exp{-7f}, >0 [3]

lo que garantiza que trabajaremos en un marco determinado por familias conjugadas de

distribuciones. En definitiva, la distribucién a priori conjuntade x y 7 resulta

2(x.7] D)OCTm/M1.exp{—%[2ﬁ+(x—u)'P(X—ﬂ)+X'(|Rs ®D'D)x:|}



En cuanto a la verosimilitud, para cada una de las RS series trimestrales se supone un

modelo lineal de indicadores con perturbacion aditiva,

t=1...,n

Kjj
Xije = zé}jk Zi';t + &y

k=1
El nimero de indicadores no tiene por qué ser el mismo para todas las series, puesto que
la cantidad de informacion estadistica para cada provincia y/o rama de actividad puede
ser diferente. Podemos emplear un unico indicador por serie (cuando el indicador es una
aproximacion o se trabaja con series de diferencias), pudiendo cada modelo tener o no
un término constante. Aunque en la aplicacion que se presenta mas adelante se supone
un unico indicador y un término constante, las modificaciones para otras
especificaciones no exigen cambios ni en los resultados ni el programa implementado

puesto que sélo afectan a la dimension de las matrices Z y 6.

En notacion matricial, el modelo de verosimilitud se escribe como x =76+ ¢, siendo

Z una matriz diagonal por bloques, Z =diag(Z,,,Z,,,...,Zs ), de dimensién nRSxK,
R S

con K= ZZ K; Y Z; la matriz cuyas columnas son los indicadores correspondientes
i=1 j=1

al modelo para la serie X; .

La matriz 5=(51'1’~-~’5'r<1'~--5151--~’5§s)' es la matriz general de perturbaciones del

modelo. Supondremos que el término de error de cada una de las series es normal en su
distribucion condicionada por z (el hecho de que este pardmetro de precision sea el
mismo que el anterior, no supone restriccion alguna, porque puede actuarse sobre cada

matriz Pgi,. posterior), y que es independiente a priori de los términos de error
correspondientes a otras series, esto es, a priori (¢]z,D)— N, (0,z7'P.*) donde

P =diag(P,},P.",...,P,} ) es diagonal por blogues.
La estructura aleatoria de los errores puede fijarse en cada caso, siendo las asignaciones
para los parametros implicados diferentes para cada serie, aunque tomaremos el mismo

modelo para cada una de dichas series.



En definitiva, la verosimilitud resulta

T

|_(x,5,r|D)ocrm’2.exp{ 2(x—Z5)'Pg(x—Z5)}

Para 6 supondremos una distribucion a priori, dada z, normal K -dimensional

Ny (E,rflP(;l). Combinando la distribucion a priori con la verosimilitud, obtenemos la

distribucion a posteriori,

p(X, 5,T| D)OC Z_m+a71+K/2 X [4]

exp{—%[ZﬂJr(x—,u)' P(X— )+ X (1os ®D'D) x+(5-5) Py (5-5)+(x-25)'P, (x—Z&)]}

con x sujeta a las restricciones anuales y regionales, [1] y [2].
Otra expresion para las restricciones

La existencia de restricciones lineales en una distribucion continua conduce a una
distribucion degenerada. Su efecto aparente seria, por tanto, hacernos abandonar la
familia de distribuciones normal-gamma, lo que dificultaria notablemente la obtencion
de las soluciones de Bayes al problema de trimestralizacion planteado. No obstante, es
conocido (véase, por ejemplo, Rojo y Sanz (2005)) que basta con introducir la
restriccion en la densidad conjunta a posteriori para obtener el modelo restringido, esto
es, verificando la restriccion, y esta restriccion nos mantendrd, por su linealidad y por
afectar a un parametro de posicion, dentro de la misma familia conjugada de

distribuciones.

Las restricciones [1] y [2] expresan relaciones lineales entre los elementos de x. Cada
restriccion lineal independiente de las demas elimina una variable, esto es, aunque
disponemos de nRS variables (los elementos de x) s6lo son “libres” 3N(R-1)S de
ellas. Nuestra propuesta consiste en eliminar los cuartos trimestres de cada afio (que se
determinan por la restriccion anual [1]) y los valores de una de las provincias (la R -

ésima, que se determinara por la restriccion regional [2]).

En concreto, si llamamos X, :(x{1 e Xgiag veeer X reees XRits ) a la matriz columna

con los wvalores libres (no afectados por las restricciones), donde para



i=1...,R-1 j=1...,S ¥ eslamatriz columna con solo los tres primeros trimestres

de cada afio, se comprueba que

. IR—l IR—l |O
X =l ®{—1{;J®[IN ®A]}-xr + 1 ®{(—zgl|1J® In}-b, [5]

4a 4a 4a 4a

donde b= (..., Xa, ' b X5 X, By X X s g )

siendo x;* =(0,0,0,¥;,,0,0,0,¥;,,...,0,0,0, 5, )' , i=1...,R-1j=1..,S la matriz

columna trimestral nx1 que contiene el correspondiente valor de la serie anual en la

posicion del cuarto trimestre de cada afio, y siendo A=(l;,—z)".

Notese que la expresion [5] es una relacion lineal que proporciona x en funcion de X, .

En primer lugar la utilizaremos para obtener la distribucion restringida, y una vez

obtenida la estimacion Optima de Bayes para x,, esta misma expresion nos

proporcionaré la solucion final para x y su dispersién a posteriori.
4. Distribuciones marginales a posteriori. Solucion de Bayes

La obtencion de las distribuciones a posteriori restringidas se deduce con pequefias
variaciones de las construcciones que realizamos en Rojo y Sanz (2005) ya que, salvo
los diferentes significados de las matrices implicadas, en parte debidas a que nuestro
problema no es la trimestralizacion de una Unica serie con restricciones anuales, sino de
RS series con restricciones anuales y regionales, las expresiones analiticas obtenidas
son completamente equivalentes. Solo detallaremos, por tanto, los resultados,
describiendo la obtencidn tanto de la distribucion marginal a posteriori restringida para

X, , como de las distribuciones marginales a posteriori restringidas para 6 y 7.

Integrando la posteriori conjunta [4] con respecto a = y a &, obtenemos la distribucion

no restringida a posteriori para X,

M —(2m+22)/2
p(x| D)o [1—(x— M ’1N)'E(x— M 1N)}

10



donde M =P+[l,;®D'D]+P,-P.ZP;'Z'P,, N =P ZP'P,6+Pu y
B=T-N'M~N, siendo P, =P,+Z'PZ y T=28+u'Pu+5'P,6-5P,P;'P,5,
que es una distribucién Multivariante de Student® (MS-t, desde ahora) con m+ 2«
grados de libertad, matriz de posicion M ™N y matriz de escala (m+2a)M /B. Por

tanto, la matriz de covarianzases V, = ——
m+2a -2

La distribucion restringida (que lo sera de X, ) se obtiene sustituyendo x por el

resultado de la expresién [5]. Analogamente a la expresion [8] de Rojo y Sanz (2005),
se trata de una funcion lineal, por lo que el resultado sera el equivalente a la expresion
[26] de dicho trabajo de los autores, con las necesarias adaptaciones notacionales. En

concreto, la distribucion a posteriori de x, (o dicho de otra forma, de x con las

restricciones anuales y regionales) resulta

—(m+a)
L ]
siendo A, =(W'MW) WM (MN-y,) y

r

Iy 10 |
donde y, =1, ® R.‘ll ®l,t-bywW=I,®1 "7 |®[l, ®A];.
—1p 4|1 —lr

Se trata de una distribucion MS-t de dimension 3N (R-1)S (la dimension de x, )y, por

B, =B+(M'N-y,)'M [M‘l—W(W'MW)*lw '}M (M*N-y,)

tanto, de grados de libertad (5R+3)NS+2«, matriz de posicion A y escala

((5R+3)NS+2a)W é\AW, con lo que su matriz de covarianzas es,

r

B 1
V, = r W'MW) ~.
X (5R+3)NS+2a—2( )

2 Véase Zellner (1971) para la version concreta de las distribuciones de Student utilizadas en este trabajo.
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En cuanto a la obtencién de las distribuciones marginales a posteriori restringidas para
6 y 7, el punto de partida no puede ser su distribucién sin restringir, porque entonces
no podriamos insertar las restricciones [5] en el modelo. Partiendo de la distribucion a

posteriori de (x,0,7|D), expresion [4], obtenemos la distribucion de (x,,d,7|D), esto
es, introducimos las restricciones en el modelo. Integrando dicha distribucion en x,,

obtenemos la posteriori restringida marginal de 6 y z, dado D, de la que se obtienen
las dos distribuciones a posteriori marginales restringidas de 6 y de . Los resultados

son los siguientes:

La distribucién marginal a posteriori restringida de z es
p(z| D) o RS +a1-3N(R-1)S/2 -exp {_% Bé}

donde
B, =2+, [l DDy, + ' P8 +(u=Y,) Pu=y,) + YRy, ~(Pu-PY,)'Q (Pu-Py,)

siendo P, =P +[l,,®D'D]+P, y Q =W (W'PW) W". Se trata, por tanto, de una

distribucién gamma® y(% RS + or — 3N(R—1)Sj_

Para &, su distribucion marginal a posteriori restringida es

_K_(5R+3)Ns+2a

p(SID)oc[B,+(5-A) M, (5-A)] 2 2
siendo M, =P, +Z'P,(P.*-Q,)P.Z y A =M;[P,3+Z'P(y,+Q (Pu-Py,))].

En definitiva, se trata de una MS-t, con (5R+3)NS +2« grados de libertad, matriz de
posicion A, y escala [(SR +3)NS +2a] M, /B;, con lo que su matriz de covarianzas

Bb‘ M_l
(5R+3)NS+20—2  °

resulta V; =
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Solucion de Bayes

Sabemos que el estimador optimo de Bayes para una funcion de perdida cuadrética es la
esperanza de la distribucion a posteriori. Es inmediato, entonces, que la solucién, Q, :

para el vector restringido, es

~

Xe = Epgq [% ] =(W'MW) "W 'M (M N -y,)

y una vez obtenida la solucion Qr obtenemos la solucion para x, X=WX: +VY,

Para el resto de parametros, las soluciones siguen el mismo camino. Asi, la solucién

para & sera 5= E post [5] = A, y, para 7, Su esperanza a posteriori,

A 5NRS + 2o +3NS
B [1] - T
o

5. Asignacion de valores de los parametros de las distribuciones a priori

Hemos sefialado en la introduccion que nos alejaremos de las propuestas que sugieren la
utilizacion de distribuciones no informativas, o neutrales en el sentido de Jeffreys. Se
trata de distribuciones sobre-dispersas que unicamente son validas cuando ninguna otra
asignacion es posible o, cuando la verosimilitud domina a las distribuciones a priori
(por ejemplo, en procesos ligados a la extraccion de muestras numerosas). En las
formulaciones bayesianas ligadas a modelos macroeconémicos, es frecuente que la
dificultad (o imposibilidad) de obtener muestras de tamafio importante conduzca a que
la sobredispersion asociada a las distribuciones neutrales a priori se traslade a las
posteriori y, en consecuencia, a todo el proceso. Ello es mas dramatico si cabe cuando
se simula la distribucion a posteriori mediante muestreo de Gibbs para estimar la
esperanza de dicha posteriori, ya que la dispersion de las simulaciones crea efectos
extremos y la simulacion con frecuencia colapsa. Los autores hemos tenido ocasion de
observar estas consecuencias en ensayos previos, en los que suponiamos distribuciones

de Laplace en lugar de normales.

3Véase el significado de los parametros de la distribucién gamma utilizado por los autores, y que pusimos de manifiesto al asignar a
T Ja distribucién marginal a priori.
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La utilizacion de distribuciones no neutrales nos traslada, no obstante, a otro problema,
a saber, la asignacion de valores razonables para los parametros o hiperparametros
implicados en las mismas. Como ya sugerimos en Rojo y Sanz (2005) y empleado
anteriormente en otro contexto en Rojo y Sanz (2004), nuestra propuesta se relaciona
con las denominadas g-priors propuestas por Zellner (véase Zellner (1986)), al menos
desde la idea de que el pasado nos proporciona una idea a priori que puede estudiarse en

la estimacion del comportamiento presente.

Previamente, es necesario disponer de las distribuciones marginales a priori, puesto que
la utilizacién de las distribuciones condicionadas no proporciona soluciones aceptables.

Siguiendo Rojo y Sanz (2005) resefiamos los resultados con la notacion actual:

Distribucion marginal a priori de z: (expresion [3]) era una distribucién gamma,

-1

y(ﬂ,a). Los momentos de 7, varianza de alguna de las distribuciones propuestas,

2
(a>1) vy Var[r’l]—ﬂ— (a>2), de donde

resultan E[ 7 |= P = - :
(a-1)*(a-2)

a-1"

obtenemos

(e[])

a:2+m y ,B:(a—l)E[r’].

Distribucion marginal a priori de ¢ : Integrando en z la priori de 6 y 7, obtenemos

_K+2a

#(010)<[28+(5-8) R (53] T

una MS-t de dimensién K con 2« grados de libertad, matriz de posicién & y matriz

de precision %Pé. , por lo que su matriz de covarianzas resulta Cov_(0) = il Pt

Distribucion marginal a priori de ¢: Integrando en 7z la priori conjuntade ¢ y ¢

(obtenida a partir de la marginal de 7 y de la de & condicionada por 7 ), obtenemos

m+2a

7(e|D)oc[2B+&'Pe] 2
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Es, obviamente, una MS-t con 2« grados de libertad, matriz de posicion igual a la

matriz nula de dimensibn m y matriz de precision %Pg, de donde su matriz de

varianzas y covarianzas resulta Cov (&)= Ll P
a p—

De la lectura de las distribuciones anteriores podemos concluir que los parametros

implicados son: « y £ (que intervienen en la distribucion marginal a priori de 7), el
vector & y la matriz P, que permiten concretar la distribucion a priori de &, el vector

4y lamatriz P implicados en la distribucion de x y finalmente P, implicada en la

verosimilitud.

Supondremos que P =1., esto es, que los valores de las series trimestrales son

independientes a priori. El sistema no dispone de los suficientes grados de libertad
como para asignar valores a los elementos de dicha matriz, salvo que supusiéramos un

modelo de comportamiento que redujera drasticamente el nimero de sus parametros.

El procedimiento empleado para la asignacion se parece al empleado en Rojo y Sanz

(2005) si bien presenta particularidades notables en algunos episodios.

Inicialmente obtenemos una estimacion sin indicadores de las series x, estimacion que

almacenamos en una matriz columna X. En concreto, se trimestralizan las RS series

mediante el procedimiento de Denton sin indicadores 0 mediante el de Boot-Feibes y

Lisman. Se asigna entonces s = X.

Se divide entonces el periodo temporal en estudio en H segmentos o paquetes, y

llamamos Xi,...,xu a la division de la serie trimestral provisional X obtenida.

Obsérvese que, a diferencia del trabajo anterior de los autores, no se trata de dividir x

en segmentos, ya que se dividen los periodos temporales y, en consecuencia, cada serie.

Tomamos entonces Z,, h=1...,H la misma division temporal de la matriz de
indicadores en segmentos. Obsérvese que el nimero de filas de Z es nRS yelde Z, es

aproximadamente nRS/H por lo que no son previsibles problemas de rango en dicha
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matriz, aunque el nimero de afios, N , no sea grande (véase en este sentido la aplicacion

practica propuesta, en la que N =5 y no existen problemas de rango en las regresiones).

Se obtienen entonces H observaciones de la matriz &, on = (Z,;Zh)_1 Z X, h=1...,H

y otras tantas de 77, le:ﬁ[x'hxh—@h'(z;zh)@h] , h=1,...,Hdonde T es el

tamafo de cada lote y K el numero total de indicadores (incluyendo, en su caso, los

términos constantes).

—\2
-1
T - -
De aqui, obtenemos los valores de a:2+(82) yde f=(a-1) r", donde 'y

TL1

S:, son la media y cuasi-varianza de las observaciones %1 ,h=1...,H.
T

Por otro lado, se asignard & como la media aritmética de las asignaciones &i,...,0h .
De estas estimaciones, se obtiene adicionalmente una estimacion de Cov_ (&) y de ésta,

la de P;. En efecto,
A =L bdv (o)
a-1

Se supone que, a priori, estan incorrelacionados los pardmetros de la matriz &

correspondientes a distintos modelos, con lo que la matriz Covj(é) sera diagonal por

bloques, disponiendo de RS bloques y siendo el tamafio de cada bloque igual al

namero de parametros implicados en el modelo referente a la serie correspondiente.

Faltaria por decidir la asignacion de valores a priori a la matriz P,.. Como

Cov_(¢) =L1Pgl, entonces P, :LlCovﬁl(g). En consecuencia, P, dependera de
a— o—
los valores que especifiquemos sobre Cov_(¢). Aunque resulta tradicional suponer una

estructura AR(1) o de ruido blanco en el comportamiento de las perturbaciones del

modelo de indicadores, nuestra matriz Cov_(g) contiene varianzas y covarianzas para

las perturbaciones de los RS modelos. Se supondrad a priori incorrelacion entre las
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perturbaciones de distintos modelos, de manera que se realizaran asignaciones en las
matrices de varianzas y covarianzas de las perturbaciones de los modelos individuales.

Dicho de otra forma, Cov_(g) se toma diagonal por bloques, existiendo RS bloques
cuadrados de dimension n, que denominaremos Cov, (g;), i=1...,R, j=1...,S.La

utilizacion de modelos diferenciados solo obliga a analizar individualmente cada
modelo, lo que dificulta el trabajo cuando R o S son grandes, si bien no lo complica
formalmente. En este trabajo supondremos el mismo tipo de modelo para cada una de

las series. Asi,

Si suponemos que, a priori, las perturbaciones de cada modelo siguen un ruido blanco’

tomaremos Cov, (&;)=o;’ |

ij 'n?

i=1..,R, j=1...,S.

Si suponemos un esquema AR(1), debe tomarse®

1 -p 0 0 0 0
—py 1+ ,05 Py 0 0 0
Covl(g,)=0;7 | S :
0 0 0 =py l+pp —py
0 0 0 0 —p 1

donde p; se asignara a priori como el coeficiente de autocorrelacion de los residuos

MCO de la regresion de x; (recuérdese, la estimacion BFL de la serie trimestral) sobre
los indicadores Z;, y o como la varianza de los m—1 transformados de los residuos

&; = Py * & ;1 que siguen un ruido blanco.

Si se supone un esquema de camino aleatorio, se realiza la asignacion construyendo los

residuos MCO de la regresién de X; sobre los indicadores Z; como para el esquema
AR(1) y asignando ahora aij? como la varianza de los m-1 transformados de los

residuos &; —¢&; ; , que siguen un ruido blanco. Se toma entonces

4 Esta hipotesis es insostenible para el método de Chow-Lin ya que, recuérdese, los residuos de la regresion anual del modelo de
indicadores se repartian en partes anuales entre los cuatro trimestres, produciendo saltos entre el cuarto trimestre y el primero. Para
nosotros no es inaceptable, porque no produce dichos efectos, véase Rojo y Sanz (2005).

5 Véase, p. ej., Dhrymes (1984), pag. 113.
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2 10 0 0 0
12 1.0 0 0
Covi(s,)=op2|: ¢ i i i
0 0 0 - -12 -1
0 0 0 -« 0 -11

Otros esquemas son posibles (por ejemplo, el de Litterman, véase Litterman (1983)) y

se desarrollan con procedimientos andlogos.
6. Una propuesta de aplicacién

En este epigrafe utilizaremos el procedimiento propuesto para constatar la viabilidad de
su implementacion préactica asi como para mostrar cOmo puede obtenerse una

Contabilidad provincial congruente con la Contabilidad Regional.

El primero de los datos basicos es el agregado regional trimestral. Muchos Institutos
estadisticos regionales proporcionan dicho agregado, desagregado por ramas de
actividad. Para Castilla y Leo6n, podria obtenerse encadenando crecimientos en volumen
provenientes de la D.G. de Estadistica regional, aunque a efectos de ilustracion hemos
tomado una trimestralizacion sin indicadores de la Contabilidad Regional (anual) del
INE en volumen, obteniéndose a través de los indices de volumen encadenados al valor
del afio 2000.

Para que esta informacion sea congruente con la anual provincial, la desagregacion por
ramas debe ser asimismo congruente con la existente en el ambito provincial.
Tomamos, en consecuencia, cuatro ramas, Agricultura, Industria, Construccion y
Servicios Totales, y afiadimos una quinta “rama”, Impuestos Netos sobre los productos,

de forma que la suma coincida con el PIBpm provincial o regional segln los ambitos.

En el ambito provincial se dispondra de los valores afiadidos en euros de 2000 a precios
basicos anuales, tomados de la Contabilidad Regional del I.N.E. Han sido deflacionados
bajo la hipétesis de que los deflactores regionales son aproximaciones suficientemente
adecuadas de los provinciales (una hipdtesis, obviamente, simplificadora, debido al
elevado nivel de agregacion de las ramas (se ha realizado a 7 ramas de actividad) pero

insustituible mientras no se disponga de deflactores provinciales.)
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Nuestro procedimiento se alimenta de una solucion inicial, la trimestralizacion (no
armonizada) de los valores anuales provinciales por ramas a precios basicos (en euros
de 2000). Aunque los autores disponemos de un procedimiento propio de
trimestralizacién individual de series (el desarrollado en Rojo y Sanz (2005)) no lo
hemos utilizado para que no existieran sospechas de acuerdo metodolégico entre ambos
procedimientos y se juzgase solo la viabilidad del ahora presentado. Hemos utilizado,
en consecuencia, ECOTRIM (versién 1.01), implementado para la Comision Europea
por Roberto Barcellan y Tommaso Di Fonzo, y dentro de él, el procedimiento de
Denton sin indicadores, y con diferencias de primer orden.

Por otro lado, nuestro procedimiento utiliza indicadores. En el ejercicio que planteamos
tendremos un Unico indicador para cada provincia, rama y trimestre, si bien este
planteamiento es provisional. Como ya hemos sefialado, el procedimiento puede
incorporar mas indicadores, e incluso distinto nimero de ellos para cada provincia y/o
rama. En esta ilustracion, el indicador que utilizaremos sera (por homogeneidad) el
empleo (en miles de ocupados) en cada una de las nueve provincias y cada una de los
cuatro sectores: Agricultura, Industria, Construccion y Servicios, proporcionados por el
I.N.E. en serie homogénea para el periodo de analisis (obsérvese que, al no emplear el
afio 2005, no se nos plantea la necesidad de corregir el cambio metodoldgico). Para los
Impuestos Netos sobre los productos, el indicador utilizado es el valor afiadido a precios

bésicos total provincial (sin impuestos, obviamente).

Los resultados de la ilustracién se proporcionan en el Anexo. Si se observan las
variaciones de las series se constatara que el grado de “regularidad” alcanzado a veces
no es muy alto. Ello ocurre porque se esta estimando el valor afiadido provincial por
ramas sin desestacionalizar, esto es, en serie bruta. Se han utilizado, por tanto,
indicadores en serie bruta. Los autores hemos realizado una trimestralizacion utilizando
la serie desestacionalizada mediante el procedimiento X12-ARIMA en su version
implementada por Eviews, constatandose la mayor regularidad (menor variabilidad) de
los resultados. El grado de regularidad de ambas soluciones (desestacionalizada o en
serie  bruta) se ha comparado utilizando como medida de regularidad

1 & -
FDij :E;‘Xij,t — Xij,t-1

para cada serie con cada procedimiento. Se constata que
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efectivamente, el uso de series desestacionalizadas proporciona trimestralizaciones mas
regulares, como era de esperar. Obviamente, se alcanzaria una mayor regularidad
acudiendo al procedimiento de segundas diferencias en el establecimiento de la

distribucion a priori de la serie trimestral.

Para la obtencion de los hiperparametros implicados en las distribuciones a priori,
elegimos H =5 lotes, correspondientes a cada uno de los afios 2000 a 2004. Por tanto,

cada lote tiene 4 trimestres.

El nimero de indicadores (columnas de la matriz Z) es K =2-45=90 indicadores,

puesto que los modelos tienen término constante.

Se opta por una hipotesis de ruido blanco a priori para los modelos de indicadores.
Obviamente, la distribucion a posteriori no es un ruido blanco. Como sefialamos en la

formulacidn teorica, la matriz P se considera igual a la identidad (de orden 720).

La inversion de las matrices P, P; y Z'Z no se realiza sobre su dimension total (la

primera es de dimension 720 y las dos restantes de dimension 90) sino que, como son
diagonales por bloques, se invierte cada bloque separadamente. Ello tiene como
consecuencia que ciertas casi-singularidades derivadas de multicolinealidades

imperfectas no se presenten. Adicionalmente, la matriz P, , que se invierte en el

procedimiento, es también diagonal por bloques, por lo que se actta de forma analoga.
7. Conclusiones

En este trabajo se desarrolla un procedimiento original para conciliar espacial y
sectorialmente series trimestrales. Dicha conciliacion se realiza mediante un modelo
conjunto bayesiano normal-gamma, que yuxtapone de los modelos provinciales y
regional, con una estructura de covarianzas adecuada. Los indicadores utilizados no son

aproximaciones, sino que se toman indicadores de comportamiento.

Las distribuciones a priori empleadas son informativas (no neutrales, en consecuencia) y
el modelo global utilizara las distribuciones a posteriori, restringidas, para las series

trimestrales, en la linea de Rojo y Sanz (2005).
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El modelo estimado obtiene la solucion de Bayes para las series trimestrales para cada
desagregacion espacial y sectorial, asi como medidas de dispersion de las series

estimadas.

La solucion se obtiene en un paso (no es iterativa) y permite utilizar distintos esquemas
para la funcion de verosimilitud. Supone conocidos, para cada una de las ramas de
actividad, los valores anuales de las series desagregadas geograficamente (provinciales)
y los valores trimestrales de las series regionales, de manera que la solucién armoniza
con todas esas restricciones. Nuestro trabajo demuestra que la solucion puede reducirse
a la propuesta para una Unica serie de Rojo y Sanz (2005) facilitando su desarrollo

conceptual y suministrando la solucion optima para una funcion de péerdida cuadratica.

La ventaja de la propuesta bayesiana es que, en general, resulta mas adecuada para
resolver situaciones en las que la informacion disponible es corta, lo que ocurre con

frecuencia en las Contabilidades para areas pequefias como son nuestras provincias.

El procedimiento se amplia sin problemas a otras frecuencias, aunque a lo largo del
trabajo se habla de trimestralizacion de datos anuales por simplificar la descripcion.
Basta cambiar el nimero de periodos de cada periodo agregado (el 4 utilizado por un

12, si se trata de mensualizar) sin que sea necesaria ninguna otra modificacion.

Tampoco altera el procedimiento la diversidad de indicadores por serie (que en la
aplicacion se ha tomado como 2 para cualquiera de las 45 series, al asumir un modelo

de verosimilitud con término constante)

Obsérvese que nuestro procedimiento permite suponer un esquema de ruido blanco para
la verosimilitud, posibilidad que esta vetada a procedimientos clasicos, por presentarse

el problema del escaldn entre cuartos y primeros trimestres.

Ciertamente, puede suponerse desconocido el agregado trimestral regional. Sin
embargo, ese problema ya ha sido resuelto por los autores debido a que entonces s6lo se
aplica la restriccion “anual”, por lo que la solucion se reduce a 45 trimestralizaciones

separadas.
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Los autores se plantean hacia el futuro la comparacion de su método con
procedimientos mas clasicos, y el estudio de las dispersiones (bayesianas y clasicas) del
estimador obtenido. Otro objeto de interés reside en la automatizacion del
procedimiento implementado, de manera que se pueda utilizar automaticamente para
cualquier opcion temporal y cualquier esquema para los errores del modelo de

verosimilitud.

El trabajo se ilustra con una aplicacion a la elaboracion de Contabilidades Trimestrales
provinciales para las 9 provincias castellano-leonesas. Esta propuesta utiliza la
Contabilidad Regional (anual) del 1.N.E. y supone conocida la Contabilidad Trimestral
de Castillay Leon (CTCYL) Base 2000 (adaptada a los nuevos cambios metodologicos
contables). El propoésito de esta ilustracion es, por un lado, demostrar que el
procedimiento es factible y, por otro, desarrollar la implementacion del procedimiento
con la herramienta estadistica adecuada, en este caso SPLUS.
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Anexo: Estimaciones finales (armonizadas)

AVILA

2000 20004 20000 2000-V 204 2000 200W0 2001V 20020 2024 20020 20024V 2003 209 20030 2008V W04 0040 20040 2004V
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 4401 52759 MB8120 43021 41287 39724 3820 968 MI0B1 44602 Q2165  41G72 416505 308878 A09T06  M5194 4053 L0089 3T2 31512
Industria 892641 769312 181263  TL8ET3 699701 711759  795M2 89934 843195 72548 727638 781358 771658 865373  BL90B4 684535 918490 39889 920285 7661
Constrceion L8654 47056 0488 67562 474636 MBTAG  MBG26  3B446 38223 3015 502288 628319 619236 492188  GLAIB0 128071 752024 790274 883897 1002239
Senicios BBOTOT 20009 2MIGB3 912590 917940 664 2862779  2945L7 34731 340899 280671 314466 3082067 3BLGBL0 317991 341284 I/BI0S 3807308  3BA6T 3047665
Impuestos netos sobrelos productos 5] 4B3TL1 4077 AT636 430 419603  AT66LT 41504 489255 493186 502049  SL6T47 530882 553117 579155 608999 622192 66503  TLTBL9  77.09L6
PIBpM 53037 S0T702  SOLOGB  SOL42 504916 514681 498168 510437 533389 518715 496181 5908 542125 562937 569907 607998 648180 66033 658375 702999
BURGOS

000 2000 20041 2000V 2004 2000 20WI 20LV 20020 2002 200241 20024V 20081 20080 2031 2003V 061 20061 20040 2004
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 160257 1144500 146946 1122937 1073926 1000091 836822 841034  TLE930 755696 82922  BAT2LI  B0I8T6 805034  7TL4G57  806TS1 89302 887307 91108 915008
Industria 4559767 S044TT9 4115104 4698050  M71450 4TBTIB 4842346 4642937 4672108 AOLEOTO 4926651 4643484 510431  4GB3N1 422641 5450529 589949 5457328 5628264  5BL3S3
Construceion 888851 684940 912899 979090 983001 822590 1024838 1165251 1026041 866642 134771 1392921 1265446 1760300 177597 1322474 1634229 1787847 1878532  190.7470
Senicios 6902922 6907048 6748155 7132615 7647217 7283687 6372203 157940 7574057 71168278 1983723 7128678 71960068 8641580 8766250 9058760 9413269  95686L1 10363455 9923471
Impuestos netos sobrelos productos 143550 1434098 131504 127839 1423036 1424093 1432114 1446196 6332 1494849 1537380 1500953 1645281 1716644 1704750 1879602 1984641 2011213 2152063 2220288
PIBpm 1494715 1521537 1495470 1536053 1559860 1531814 1455832 153533 1545250 1580244 1659215 1620325 1686704 1780698 1803446  L8SLBI2 1951601 1977231 2003492 2078910
LEON

0000 2000 20041 2000V 2004 2000 2001 20V 20021 2002 200241 20024V 20081 20080 2031 2003V 061 20061 20040 2004
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 108870 100696 1109 1062094 1111824 1097084 1110676 1077425 977162 967835 90909 997142 904763 927282 953650 907074 99557 830448 88266  8L9R4
Industria 6106 3283185 611  93NB 32003 3T 307964 M4BRB0 3502030 363723 67217 367038 60315 375360  364RA9 315600  BTST96 048831 42313 0BSSAS
Construceion 1243353 1004500 1369352 161536 1411337 1442184 1433253 1347826 1621588 1462301 1513252 1639748 1738371 1698393 2109335 2159561 2291620 2267856 2408677 2598546
Senicios 8358038 6241520 8352394 8522738 8181159 8505527 9362199 9273136 9368635 6864930 991540 0447960 10360513 9017277 L0S00LI 10575371 1047451 10652132 1164077 13107726
Impuestos netos sobrelos productos 1467381 1473120 1484507 1501812 1502678 1523962 1543576 1961520 1575705 1600175 1632840 167399 1132858 1793221 186.4@93 1047873 204530 2133822 22067L7 293914
PIBpm 1549500 1549872 1557921 1599527 1551940 15900084  L6GST6T  L6T0874 LT04512 1635866 175966 1722550 1834032 1718944 1919694 1934608 1961705 1999179 2119511 229053
PALENCIA

000 2000 20000 2000-V 204 200 200W0 2001V 2002 2024 20020 2002V 2031 209 2003 2008V W04 004 20040 2004V
Unidad: miles de euros
Agricultura, ganaderia y pesca 82.2863 821471 80.446,4 79.063,2 77.071,0 755125 76.0403 758773 79.731,0 782046 74.7465 73.066,4 745559 753314 76.335,3 76.561,7 80.2144 80.6033 795179 779398
Industia 15660 1455704 11536 LBT0L 1492356 1531261 1484035 165035 1694371 1626610 1674390 170594 1606707 1815468 1931478 1846038 1161962 1877404 1028837 1868098
Construceion 40060 1932 2T71 3457 3LOBT 422625 424682 468082  AO7TI61 493065 609120 624425 568694 506003 633044 619555 614546 609506 774818 897361
Senicios 2007486 3157215 3199885 2075453 305081 343189 30836L0 2066865 2092571 395087 380032 3085714 3328517 3600920 3B4S4 34221 344031 3004202 357341 45748514
Impuestos netos sobre los productos 53515 592567 500731 567946 5900185 59252 601028  GLSS84 631869 652494 673097 693679 716553 73924 764304 191494 821243 86167  GLI6L7  97.2593
PiBpm 607053 637891 63382 67605 642335 65453 6576 609431 652334 684930  69B4LL 733078 696603 74LS03 773727 650 1883 82849 836779 909507
SALAMANCA

000 20000 2000 2000-V 206 2000 200W0 2001V 2002 2024 20020 2002V 203 209 2003 2008V W04 004 20040 2004V
Unidad: miles de euros
Agricultura, ganaderiay pesca 783199 788905 134865 75560 192313 770045 189245  Tol7L4 751927 734849 740563 728606 742160  6800L2 609266 726366 101723 683209  6831L  60.0192
Industia 155071 1063858 1084939 1073032 1190828 1143995 1199157 1200006 1186207 1174231 1188193 1212662 1286264 1339584 130091 1375303 134737 1453095 1432442 1478506
Construceion T4 G432 1114240 1161184 96196 1081792 1299725 1291071 1452023 1652503 1139031 1251213 1570071 1735914 1212116 1704539 1953565 2016760 2120878 1938502
Senicios 0654847 6760030 6974565 7039838 6980769 7184305 7025853 1242894 7422712 1500345 7525495 7687401 8053392 8331017 8551378 8695665  8L6302 9163277 9276361 9754217
Impuestos netos sobre los productos 998850 1004714 1016441 1034034 1044740 1064257 1079834 1091471 1100025 1119122 1149619 191517 1243755 1206157 1347665 1396218 1460222 1515387 1575997 1642051
PIBpn 1034504 1046214 1002505 1106391 L1097.068 1124538 1130381 116831 1101538 1218105 1174200 1207140 1289564 1338268 1310052 1390215 1420655 1483104 1508906 1550356
SEGOVIA

000 20000 20000 2000-V 206 2000 200W0 2001V 2002 2024 20020 2002V 203 209 2003 2008V W04 004 20040 2004V
Unidad: miles de euros
Agricultura, ganaderiay pesca 80828 779046 812193 762933 7139817 719977 668801 703035 728007 794200 780183 788799 677314 60006 63347 625564 583540 618573 64302 621503
Industia 5694 602031  TLSGB6 618479 71400 667474 105843 181246 744192 760575  773%4  BLIST6 682936 125316 194763 176038 692124  BL5W6 633861 895663
Construceion 64604 635787 418860 303839 511316 330757 499424 133027 40313 726512  G25654 425729 L6589 57993 79800 1102096 162225 89890 1150122 1208070
Senicios BWOLT 51518 3131226 2135499 2048506  4L361 3291894  BIGAL 3148643 369604 336209 3104502 34852 ITII056 462068 4533T 409664 440746  ATLOOLA 4628442
Impuestos netos sobe os prodictos 084 SGATS 54355 536676 542325 538637 541299  SAOTL2 566966 504051 603056 626382  6AG67T8 672288 698261 72499 7532 782934 632034 892835
PlBpm 631417 500685 56823 510743 55168 SGL0SL  570.725  60ABS 550412 643494 634605 644600 600892 642475 TIBTAL 6264 68793 742510 816923 BAG0L
SORIA

000 2000 20041 2000V 2004 2000 2001 20V 20021 20020 200241 20024V 20081 20080 2031 2003V 061 20061 20040 2004
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 614947 59914 541248 508601 434861 442307 454625 464252  SLBASI 462372 439047 396281 45579 452168 44699 471130 509645  S00786 506705 508594
Industria 632086  SBE6S6 707260 700978 71894 614348 609511 669508 614833 604725 75861 832254  TLGEOL 715891 755111 BLI095 860462  BOGM6 924949 945054
Construceion 5187 251937 07276 264219 286839 29396 245095 216258 217198 24585 36678 400731 316133 304693  456%5 535119 439086 4189 512728 51128
Senicios U845 1724479 111219 1734926 178511 182595 1649254 1130774 1971352 1952139 1614090 1979437 181965 2052242 2008780 2161921 2196838 2198898 205490 2319150
Impuestos netos sobrelos productos 30661 BG4 BIR3  2583 3332 2748 565 LTB1 089 0756 1213 ISABT  BSBA  A0I061 ALY 429651 432572 460085 502077 55808
PIBpm 50108 0046 3009 34T 35884 353980 334405 GBS 306252 367423 3693 0BA4 35208 308606 408200 M08 M3B0  MISHL 46205 490292
VALLADOLID

20000 2000 200041 2000V 2004 2000 2000 20V 20020 2002 200240 20024V 20081 20080 20341 20031V 061 20041 2004 2004V
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 1212189 1215166 1202953 1193832 1075077 1068736 1065261 1057076 102681 1024843 993785 966823 105504 1053207 1060748 1058055 1086972 1100284 1076975 1065415
Industria AMER5 491777 4519880 4512457  4SBA063  4SB2121 4275197 419046 MBSATS 655787  AT5680 5094106 5084845 5189893 5250002 5178685 5593567 5902369 5148576 5769335
Construceion 15228004 1643661 1694055 1393890 1601005 1902450 1508280 ISL0490 1879988 1884512 1661980 2037618 1957991 2041606 2021407 2015677 2088870 2197833 2114692 3153713
Senicios 10315652 10305049 10500501 10642917 1073949 LO0AT8474 11591205 11981622 11246729 11567080 12011239 12387205 13120333 1368799 1247870 12526781 14136126 14658776 14862549 1427.09L3
Impuestos netos sobre [os productos 1839811 1844483 1853826 1867840 1862674 1887843 1910499 1957640 1981114 2026389 2072314 2118889 2186648 2256409 2348975 2464077 2613818 2734987 2839600 2027658
PIBpm 1933964 1940014 1971131 1967094 1978677 1991962 204394 2075727 2062012 2115951 2189614 2260473 2340502  238L000 2315400 234507 2501935 2679425 272423 2719610
ZAMORA

2000 20004 20000 2000-V 204 2000 200W0 2001V 20020 2024 20020 20024V 20031 209 2003 2008V W04 0040 20040 2004V
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 73BE 727143 TLTNS 70346 700397 684155 686373 687612 761089 745983 712167 697087 665522 673905 680120 679761 699598 70028 690256 678165
Industria 548570 50383 591758 569108 575844 57957 609131 623315  5T0061 559090 5676 611788 592150 648934 734%8 708313 581455 68906 671150  748BLL
Construceion 57659 549837 427839 46177 585732 712528 15730 721978  8l4467 790837 678186 624359 1041529 073844 1101476 117309 1132631 1170491 121151 1276607
Senvicios L5661 A6HBY U308 J0TH3 33204 299634 ST NLGM0 32004 342620 319488 3423065 314506  6BEBL0 076 A0ATHO  NLTI9 4424867  MOIB3 4698992
Impuestos netos sobre los productos 517258  SLT669 518550  6L9B42 52852 531732 536309 542464 555079 50892  585%2 607193 628419 656314  GBSSLO  TLE030 143336 785075 836734  BUBRLS
PIBpM 514300 56120 53673 S0653 552303 544275 602491 55921 603130 610682 592588 616349 607322 663981 690939 TR 07473 0N 188237 830089
Castillay Leon

0000 2000 200041 2000V 2004 2000 200 20V 20020 2002 200240 20024V 20081 20080 20341 2003V 061 20040 20040 2004V
Unidad: miles de euros
Agicultura, ganaderiay pesca 7681530 762451 750623 7339716 7111841 6938744 6820427 6756888 6748128 OVLA6B 6655907 6572445 6464083 6413907 6421916  64BBILO  66L24B9  66ATE68 6093545 6450421
Industria LT186280 17790566 17799198 17812116 17829340 17688176 17988626 18130688 18314363 18547067 18828799 19159559 19539347 19937140 20852936 20786737 21238541 21680124 22111486 22532626
Construceion 6787037 6836851 6936480 7085923 7285180 7496067 7121283 71958129 8207503 G501784 8840970 9225063 9654061 10152933 10721680 11360302 12068797 12837195 13665494 14553695
Senicios 46293784 464LITS9 46648107 ATO0AI0 AT4TR027 4B034BT6 AS6TAGTT 49397429 50203134 51101883 52093677 53178517 54356402 55095512 57195848 58857410 60680197 62717907 6497.0538 67438092
Impuestos netos sobrelos productos 8228839 6237091 8253503 8278347 8IL1%2 6310636 6455900 8967442 BI0SIA 6888014 OILBGO1  930.4496 0716320 10084624 10409381 10960602 11468285 12009923 12585518 13195068
PIBpm 8677607 8690085 8714860 8752023 BH0L5T4 88T2930 8966091 O0BL0SS 0217829 9375412 9553804 9753008 9973022 10228412 10519176 10845316 11206831 11589282 11992668 12416.990
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Area temética: Métodos cuantitativos.

Resumen

El trabajo presenta una aplicacion del método ‘Agregaciéon de Estructuras de Preferencia (AIPS)’,
procedimiento propuesto para la toma de decisiones en grupo con el Proceso Analitico Jerarquico (AHP),
a un caso real de e-participacion abordado desde la perspectiva de la e-cognocracia. En dicho
experimento los participantes han emitido sus juicios en dos rondas de opinion diferentes separadas por
un proceso de discusion realizado a través de un foro. Esta forma de incorporar las opiniones ha permitido
analizar la evolucién temporal de las estructuras de preferencia individuales y colectivas. En este sentido,
el trabajo extiende a un nimero elevado de actores, la propuesta anteriormente efectuada por los autores
para un nimero reducido de participantes.

Palabras clave: Decision en Grupo, Proceso Analitico Jerarquico (AHP), e-participacion, e-democracia,
e-cognocracia.

Abstract

This paper presents an application of the procedure ‘Aggregation of Individual Preference Structures
(AIPS)’ which was proposed for group decision making with the Analytic Hierarchy Process (AHP) to a
real case of e-participation coped with from the perspective of e-cognocracy. In this experiment, the
participants have expressed their opinions in two rounds separated by a discussion process carried in a
forum. This way to incorporate the opinions of decision makers has allowed us to analyse the temporal
evolution of the individual and collective preference structures. In this sense, the paper extends to a
higher number of actors, the proposal previously made by the authors for a small number of participants.
Key words: Group Decision Making, Analytic Hierarchy Process (AHP), e-participation, e-democracy, e-
cognocracy.
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1. Introduccién

En los dltimos afios se estan llevando a cabo diversas experiencias de participacion
ciudadana a traves de la red (Ayuntamiento de Zaragoza, Madrid,....). Uno de los
problemas relacionados con dichas experiencias es la necesidad de disponer de
procedimientos que permitan identificar las posiciones de los diferentes individuos y

agregar sus opiniones en una funcion representativa del conjunto.

Uno de estos procedimientos es el Método Contextualizado de Borda (MCB) propuesto
por Moreno-Jiménez y Escobar (2005). En este trabajo se presenta una aplicacion de
dicho procedimiento a una experiencia realizada dentro del ambito de la participacion
electronica, concretamente de la nueva propuesta de sistema democratico denominada
e-cognocracia (Moreno-Jiménez, 2003, 2004, 2006; Moreno-Jiménez y Polasek, 2003,
2005).

Este procedimiento utiliza el Proceso Analitico Jerarquico (AHP) en: (i) la
modelizacion del problema; (ii) la incorporacion de las interdependencias entre las
alternativas, las intensidades de las preferencias y la incertidumbre del decisor al emitir
sus juicios y (iii) la Agregacion de Estructuras de Preferencia Individuales (AIPS)
como procedimiento de sintesis a la hora de ordenar las alternativas (Escobar y Moreno-
Jiménez, 2006a). Este Gltimo procedimiento, combina el uso de las marcas empleadas
en los métodos de Borda (Ludwin, 1978; Saari, 1990) con ideas de los procedimientos

de agregacion seguidos en AHP.

Para alcanzar estos objetivos el trabajo se ha estructurado como sigue. En la Seccion 2
se introducen las ideas propuestas por el nuevo sistema democratico denominado e-
cognocracia. La Seccion 3 revisa la toma de decisiones en grupo con el Proceso
Analitico Jerarquico y el procedimiento de Agregacion de Estructuras de Preferencia
Individuales. La Seccion 4 presenta la aplicacion practica en la que se ha aplicado el
procedimiento AIPS vy, finalmente, en la Seccién 5 se destacan las conclusiones mas

importantes del estudio.

2. e-participacion, e-democracia y e-cognocracia
Durante los Gltimos afios, favorecido por las directrices marcadas por la politica europea
(vease el VI Programa Marco de Investigacion), se esta produciendo un notable

desarrollo de herramientas analiticas e informaticas que potencien la participacién



electronica (e-participacion) de los ciudadanos en la toma de decisiones publicas

relativas al gobierno de la sociedad (Moreno-Jiménez y otros, 2007).

Muchos son los dominios de la actividad publica en los que se estan implementando
estas ideas (e-administracion, e-discusion, e-votacion, e-democracia, e-cognocracia,...) y
muchas las herramientas colaborativas (blogs, foros, wikis,...) empleadas con tal fin.
Una de las aplicaciones mas novedosas e innovadoras es su uso en el contexto del
modelo de representacion democratico conocido como e-cognocracia (Moreno-Jiménez,
2003, 2006; Moreno-Jiménez y Polasek, 2003).

La e-cognocracia es un nuevo modelo de representacién democratica que, basado en el
evolucionismo de los sistemas vivos, combina la democracia representativa (“nueva
derecha”) con la democracia participativa (“nueva izquierda”) para desarrollar una
democracia cognitiva que persigue: (i) dar una nueva orientacién a la democracia
dirigida a la creacion y difusion social del conocimiento derivado de la resolucion
cientifica de los problemas complejos planteados en el &ambito de las decisiones publicas
relativas al gobierno de la sociedad (objetivo estratégico); (ii) solventar algunas de las
limitaciones de la democracia tradicional, dando nuevo sentido a conceptos como
participacion, transparencia, control, comunicacion y seguridad (objetivos tacticos) y
(iii) desarrollar nuevas herramientas decisionales que permitan una implementacion de
la e-cognocracia que sea rigurosa, amigable y segura (metodologica Yy
tecnolégicamente), aplicando estas herramientas a diferentes situaciones reales

(objetivos operativos).

La esencia de este nuevo sistema democratico, la e-cognocracia, viene reflejada en la
frase: “No hay democracia sin libertad, ni libertad sin conocimiento”.
La e-cognocracia se puede esquematizar en los siguientes puntos:

1. Los ciudadanos podran elegir entre participar en el sistema democratico
depositando su confianza en un partido politico como tradicionalmente se viene
haciendo (e-voting), o implicarse directamente en la resolucion de los
problemas, aportando opiniones e ideas que permitan mejorar el conocimiento
del proceso decisional seguido por el sistema (e-cognocracia).

2. Los escafios del parlamento se distribuiran en dos partes: (i) una ocupada por los
partidos tradicionales como habitualmente se hace (parte publica) y (ii) la otra



reservada para los ciudadanos que desean implicarse directamente en el proceso
democratico (parte privada).

3. No todos los temas tienen que ser obligatoriamente objeto de resolucion
mediante implicacion directa de los ciudadanos.

4. Laimplicacion directa de los ciudadanos en la toma de decisiones va orientada a
la mejora y difusion del conocimiento social sobre el topico en discusion, y a la
expansion del conocimiento relativo al método cientifico seguido en la
resolucion del problema.

5. El conocimiento relevante del problema se refiere a patrones de
comportamiento, estructuras de preferencia, hechos estilizados y tendencias.

6. Habitualmente la resolucién del problema consistiria en la ordenacion de un
conjunto de alternativas discretas entre las que se seleccionara la mejor o un
conjunto de las mismas. Para tratar este tipo de situaciones es necesario un
marco multicriterio que permita, la resolucion de problemas con multiples
escenarios, criterios y actores, en los que la incorporacién de los aspectos
intangibles y subjetivos es fundamental para la resolucion del problema.

3. Decision en Grupo con AHP: el procedimiento de Agregacion de Estructuras de
Preferencia (AIPS)

El Proceso Analitico Jerarquico (Saaty, 1977, 1980, 1996; Moreno-Jiménez, 2002) es
una técnica multicriterio que permite la resolucion de problemas complejos en los que
intervienen multiples escenarios, actores y criterios. AHP permite capturar la vision de
la realidad de los actores implicados en la resolucién de un problema y proporcionar las
prioridades de las alternativas comparadas en una escala abstracta comdn (escala

absoluta), valida para la ordenacion y seleccion de los candidatos.

La metodologia de AHP consta de cuatro etapas: (i) Modelizacién; (ii) Valoracién; (iii)
Priorizacion y (iv) Sintesis. En la primera (Modelizacion) se construye un modelo
jerarquico en el que se incluyen escenarios, actores, criterios, subcriterios, atributos
(subcriterios del ultimo nivel de desagregacién) y, por ultimo, las alternativas. En la
segunda (Valoracidn) se incorporan mediante comparaciones pareadas las preferencias
de los individuos segun la escala fundamental de Saaty (Saaty, 1980). En la tercera
(Priorizacién) se calculan, mediante alguno de los procedimientos de priorizacion

existentes, las prioridades locales (de cada nodo respecto del que cuelga) y las



prioridades globales (de cada nodo respecto al nodo raiz o meta del problema). Por
ultimo, se calculan las prioridades totales de las alternativas mediante la sintesis de las
prioridades globales de las mismas. Una caracteristica de esta técnica es que permite
evaluar la inconsistencia del decisor a la hora de emitir los juicios mediante

comparaciones pareadas.

En el caso de decision en grupo con AHP (Saaty, 1989; Iz y Gardiner, 1993; Bryson,
1996; Condon et al. 2003; Moreno-Jiménez et al. 2005), donde todos los actores
persiguen un mismo fin de manera coordinada, se supone una unica y comin jerarquia
para modelizar el problema. A la hora de obtener las prioridades para el grupo o
colectivo, se suelen seguir diferentes procedimientos (Saaty, 1980; Aczel y Saaty, 1983;
Dyer y Forman, 1992; Ramanathan y Ganesh 1994; Van den Honert y Lootsma, 1997,
Forman y Peniwati, 1998; Van den Honert, 2001; Altuzarra y otros, 2007; Gargallo y
otros, 2006), siendo los dos més extendidos en la préctica los siguientes: (i) la
agregacion de juicios individuales (AlJ) y (ii) la agregacion de prioridades individuales
(AIP).

Suponiendo un contexto local (un Unico criterio en la jerarquia) con n alternativas

(A, A)) y r decisores (Dy,...Dy), y denotando por A¥ = (all) la matriz de

comparaciones pareadas del k-ésimo decisor (k=1,...r; i, j = 1,..,n) y por f su

r
importancia relativa en el grupo (6 > 0, Z,Bk =1), las prioridades de las alternativas
k=1

comparadas segun los dos procedimientos AlJ y AlIP se obtienen como:

(i) Agregacion de Juicios Individuales (AlJ): A partir de las matrices de juicios
individuales, AM k=1,...,r, se construye una matriz de juicios para el grupo A®! = (al®))
utilizando cualquier procedimiento de agregacion de juicios individuales y, a partir de
ella, se obtienen las prioridades de las alternativas, wi®”! = (wi[G”]) mediante cualquier
procedimiento de priorizacion.

(if) Agregacion de Prioridades Individuales (AIP): A partir de las matrices de juicios
individuales, A k=1,...,r, se obtienen las prioridades individuales mediante cualquier

procedimiento de priorizacion, wi = (wll), k = 1,....r y, a partir de ellas, utilizando



cualquier procedimiento de agregacion de prioridades individuales se obtienen las

prioridades de las alternativas, wi®™ = (w(®’™)).

Los dos métodos de agregacion anteriores trabajan con valores precisos para los juicios,
restriccion ésta muy fuerte en la practica, sobre todo cuando se trabaja con atributos
intangibles. Por estos motivos se presentd un nuevo procedimiento de votacion
(Moreno-Jiménez y Escobar, 2005; Escobar y Moreno-Jiménez, 2006a) en el que se
agregan las estructuras de preferencia individuales obtenidas al incorporar, mediante

intervalos de juicio, la incertidumbre del decisor.

Definicion 1: Dadas n alternativas Ag, ..., A,, Se define

(i) Un Ranking de las n alternativas, R; =(rjs,...,jn), como una de las posibles
ordenaciones de las mismas. En total hay n! posibles ordenaciones o rankings,
R={Ry,..., Rj,..., Rs, s=n!, j=1,...,s}, donde rj, = i significa que la alternativa i est4 situada
en la posicién p-ésima (p=1,...,n) del ranking j-esimo (j=1,...,5).

(i) Una Estructura de Preferencia (EP) para n alternativas es la distribucion de

probabilidad de los rankings que se presentan para las mismas.

Conforme a la situacion (contexto local) y notacién introducida mas arriba, asi como la
Definicion 1, el esquema del nuevo procedimiento de agregacion de las estructuras de

preferencia individuales es el siguiente.
Procedimiento:

El método propuesto para obtener la importancia global de una alternativa para el

grupo (W.° =W °¢(A),i=1,...,n) consiste en los siguientes pasos:

1. Cada decisor compara las alternativas permitiendo que sus comparaciones sean
imprecisas e incompletas.

2. Se obtienen las estructuras de preferencia asociadas a cada decisor.

3. Se calcula la distancia entre cada par de decisores.

4. Posteriormente, se calculad la intensidad relativa o importancia holistica (global)
de cada posible ordenacion en el conjunto de posibles estructuras de preferencia.

5. Finalmente se sintetiza la importancia holistica de cada alternativa para el grupo.

Veamos cada uno de estos cinco pasos con mas detalle.



Paso 1: Cada decisor Dy (k=1,...,r), utilizando alguna de la técnicas de decision

multicriterio -AHP en este caso-, compara las n alterativas A; (i=1,...,n) proporcionando
una matriz de juicios A = (ai[jk]) que puede ser incompleta’ e imprecisa®. De esta
manera, la intensidad de las preferencias de los decisores es incluida en el modelo.
Ademas, la medida de la inconsistencia permite evaluar comportamientos poco
honrados de los actores.

Paso 2: Para cada decisor Dy se calcula la estructura de preferencia resultante

(RM; p!y, k=1,....r, j=1...,s. De esta forma se incorpora la incertidumbre del decisor

a la hora de emitir sus juicios. El resultado viene dado en una tabla como la mostrada a

continuacion (Tabla 1).

Tabla 1. Estructuras de preferencia para los decisores

Dec\Rank.| R; R R, | Suma
D, pl[l] e pEl] e £1} 1
1
Dy pl[k] pEk] LK} 1
1
D, pl[r] pEr] pg] 1

Paso 3: Se calcula la distancia di =d(Dx, Dy) entre las estructuras de preferencia
asociadas a dos decisores cualesquiera (Dg, Dy), k, k’e{1,...,r} utilizando la siguiente

expresion (Altuzarra et al, 2005):

dy=d(D,,0,)=(pH1- 1) s(pt - pt |

/2

donde p= (p,..., p!)" y S es una matriz de similaridades cuyos elementos s,

miden la similaridad entre cada par de rankings utilizando una medida de correlacion
ordinal, en este caso el coeficiente por rangos de Spearman (p):
6> d?

! Los juicios emitidos deben, al menos, permitir la conexion de todos los nodos.
2 En cada entrada de la matriz se tiene un intervalo de juicios.



con di= p-q, donde rjp=r4=i, esto es, d; es la diferencia entre las posiciones que ocupa la
alternativa A; en las dos ordenaciones. De esta manera se capturan las interdependencias

entre las alternativas comparadas en el problema.

Paso 4: Se calcula la importancia relativa para el grupo, HG(R,-), de cada ranking R;
j=1,...,s para aquellos rankings mostrados por algun decisor (con probabilidades no
nulas). Habitualmente, la importancia relativa de un ranking, en general de cualquier
elemento de una tabla de contingencia, se obtiene marginalizando, esto es, tomando un

valor promedio de la respectiva fila o columna, como puede ser la media aritmética
r . ! B

(L8R =" A pM) 0 la geométrica (I1,°(Ry) = H( pgk]) ).
k=1 k=1

Desgraciadamente esta forma de proceder no capturar las interdependencias entre las
alternativas. Para recoger este aspecto, asi como las interrelaciones entre los actores

implicados, se evalla la distancia del grupo al ranking considerado:
DG(Rj) ZZﬂkd(Dk’Rj)
k=1

A partir de esta distancia se define la importancia relativa para el grupo del ranking R
como:
1/D® (R,
IR o s
> 1/D°(R))
J

Conocida la importancia relativa para el grupo de cada ranking se pueden determinar el
ranking més preferido por el grupo (mayor HhG(RJ-), j=1,...,s), asi como la estructura de

preferencia representativa del mismo, que se define como:
: G -
(RIL pleT =11, 8(Ry), j=1.,....9).
Con la informacién anterior se puede establecer el nuevo procedimiento de votacion,
conocido como votacion de Borda contextualizada de la siguiente forma:

Paso 5: Utilizando una idea similar a los métodos de Borda, se define la importancia
global para el grupo de cada una de las alternativas consideradas,

WC =W®¢(A),i=1..,n, como:



We(A) =Y (n-p+D) STI°R,), i=1..n [1]

jeS,(A)
siendo Sp(Ai) ={j |A ocupa la posicion p-ésima en el ranking R;, j=1,...,s}

Los valores W, =W ¢ (A),i=1,...,n permiten resolver los problemas tipo o (P.at), esto

es seleccionar la mejor alternativa (Roy, 1993), pues establecen un orden total entre los
candidatos comparados.

Escobar y Moreno-Jiménez (2006b) analizan algunas cuestiones abiertas de los metodos
empleados en el procedimiento AIPS, encontrando que dicho procedimiento permite
discriminar las intensidades entre las diferentes posiciones, al asociar a cada marca la
importancia holistica de cada ordenacion. En cuanto a los comportamientos
deshonestos, éstos se ven limitados por la redundancia en los juicios y por la utilizacién
de medidas de inconsistencia. Por altimo, la escala derivada al utilizar AHP proporciona
una escala comun para todos los individuos. Ademas, en dicho trabajo se analizaron
algunas propiedades del procedimiento de agregaciéon de estructuras de preferencia

desde la optica de la Teoria de la Eleccion Social.

4. Aplicacion en e-cognocracia

En lo que sigue se presenta la aplicacion a un caso real de e-participacion abordado
desde la perspectiva de la e-cognocracia en el que se utiliza el procedimiento de
Agregacion de Estructuras de Preferencia (AIPS) para agregar las opiniones de los
diferentes individuos participantes. El experimento tuvo lugar durante las Il Jornadas de
Comercio Electronico y Administracion Electronica (JCEL) llevadas a cabo en

Zaragoza del 28 de febrero al 2 de marzo de 2007 (http:/jcel.unizar.es/index.php). En

dichas jornadas se realizo un taller sobre voto electrénico en el que los asistentes
pudieron participar con sus opiniones y votaciones. EI tema sobre el que se solicitd su
opinion fue el de instalacion de una base de inteligencia de la OTAN en la ciudad de
Zaragoza, cuestion de actualidad en ese momento en la ciudad. Para abordar dicho
problema se consideré una estructura jerarquica (ver Figura 1) con cuatro criterios
(Beneficios, Costes, Oportunidades y Riesgos) y tres alternativas: (Al) ‘Instalar la base

en Zaragoza’; (A2) ‘Instalar la base a mas de 50 km’; y (A3) “No instalar la base’.



Figura 1. Jerarquia del problema

Un total de 21 participantes emitieron sus juicios a través de la red en dos rondas de
opinion diferentes, separadas por un proceso de discusion realizado a través de un foro
(Moreno-Jiménez y otros, 2007). Las prioridades finales alcanzadas para cada uno de
los participantes en las dos rondas, aplicando el procedimiento de priorizacion de la
media geomeétrica por filas son los que se muestran en la Tabla 2. En dicha tabla se
muestran también los resultados que se obtienen aplicando el procedimiento de
agregacion de prioridades individuales (AlP).

Tabla 2. Prioridades finales individuales y agregadas (AIP)

Ronda 1 Prioridades finales Ronda 2 Prioridades finales
Individuo Al A2 A3 Individuo Al A2 A3
1 0,3333 0,3333 0,3333 1 0,5850 0,2045 0,2105
2 0,4036 0,2884 0,3080 2 0,4536 0,2337 0,3127
3 0,1564 0,5950 0,2487 3 0,4790 0,1822 0,3388
4 0,5735 0,3726 0,0538 4 0,6966 0,2599 0,0435
5 0,0795 0,3440 0,5765 5 0,2097 0,2180 0,5722
6 0,6422 0,1176 0,2402 6 0,8182 0,0909 0,0909
7 0,4934 0,1300 0,3767 7 0,0416 0,1799 0,7785
8 0,2412 0,2431 0,5157 8 0,3182 0,4741 0,2076
9 0,1057 0,2096 0,6847 9 0,0606 0,1886 0,7508
10 0,1547 0,2786 0,5667 10 0,2898 0,5352 0,1750
11 0,6472 0,2878 0,0650 11 0,7987 0,1480 0,0532
12 0,1998 0,1273 0,6729 12 0,2282 0,1677 0,6041
13 0,5783 0,3097 0,1120 13 0,5467 0,3657 0,0875
14 0,7337 0,1985 0,0678 14 0,7536  0,1913 0,0551
15 0,3401 0,3843 0,2756 15 0,4523 0,2911 0,2566
16 0,1210 0,5407 0,3383 16 0,0893 0,3350 0,5758
17 0,1474 0,6324 0,2202 17 0,7785 0,1799 0,0416
18 0,7509 0,1991 0,0500 18 0,4728 0,4728 0,0544
19 0,1198 0,4274 0,4528 19 0,2911 0,6284 0,0805
20 0,4454 0,2751 0,2795 20 0,5563 0,3498 0,0940
21 0,1830 0,5717 0,2453 21 0,3038 0,5312 0,1651
AIP 0,3441 0,3570 0,2989 AIP 0,4434 0,3380 0,2187

Se puede observar que en cuanto a las prioridades agregadas en la primera ronda recibe
una mayor prioridad la alternativa A2, seguida de la alternativa A1 con una prioridad

ligeramente inferior, quedando posicionada en ultimo lugar la alternativa A3. En la
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segunda ronda la alternativa preferida pasa a ser la Al, seguida de la A2 (a mayor

distancia que en la Ronda 1) y en dltimo lugar la alternativa A3.

Para aplicar el procedimiento de agregacion de estructuras de preferencia individuales
se toma como punto de partida las ordenaciones que proponen cada uno de los
individuos participantes en el proceso. En la Tabla 3 se resumen dichas ordenaciones en
las dos rondas de opinion.

Tabla 3. Ordenaciones o rankings propuestos por los individuos en las dos rondas de opinion

Ronda 1 Ronda 2
Individuo Rankings Individuo Rankings
1 Todas 1 132
2 132 2 132
3 231 3 132
4 123 4 123
5 321 5 321
6 132 6 123; 132
7 132 7 321
8 321 8 213
9 321 9 321
10 321 10 213
11 123 11 123
12 312 12 312
13 123 13 123
14 123 14 123
15 213 15 123
16 231 16 321
17 231 17 123
18 123 18 123; 213
19 321 19 213
20 132 20 123
21 231 21 213
AIP 213 AIP 123

Del total de individuos (21), ocho (38,10%) mantienen la misma ordenacion de las
alternativas de la primera a la segunda ronda; dos individuos (9,52%) modifican la
ordenacién de las dos primeras alternativas y otros dos modifican la ordenacion de las
dos ultimas; cuatro individuos (19,05%) pasan a considerar la alternativa preferida en la
primera ronda a la Gltima en la segunda mientras uno de los individuos pasa a ordenar

en primer lugar la alternativa que ocupaba el ultimo lugar en la primera ronda.

En cuanto a la ordenacion que se obtiene tras aplicar el procedimiento de agregacién de
prioridades individuales (AIP) como ya se ha sefialado previamente, se modifica la

ordenacién de las dos primeras alternativas. En cambio, cuando se consideran las
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probabilidades que cada individuo da a cada posible ordenacion y se agregan dichas
probabilidades, los resultados que se obtienen son diferentes como se puede ver en la
Tabla 4. Concretamente, en la primera ronda, el ranking 213 que es el resultante de
aplicar AIP recibe una de las probabilidades mas pequefias, mientras que en la segunda
ronda el ranking 123, obtenido al utilizar el procedimiento AIP, si que recibe la mayor
probabilidad.

La diferencia de resultados para la ronda 1 proviene del hecho de que aunque un
namero pequefio de individuos propone la ordenacion 213, las prioridades promedio si
se ordenan de acuerdo con dicho ranking.

Tabla 4. Estructuras de preferencia con juicios precisos

Ronda 1 Probabilidades de los rankings Ronda 2 Probabilidades de los rankings

Individuo| 123 132 213 231 312 321 Individuo| 123 132 213 231 312 321
1 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 1 0 1 0 0 0 0
2 0 1 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0 & 0 1 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0 4 1 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1 5 0 0 0 0 0 1
6 0 1 0 0 0 0 6 0,5 0,5 0 0 0 0
7 0 1 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 0 1 8 0 0 1 0 0 0
9 0 0 0 0 0 1 9 0 0 0 0 0 1
10 0 0 0 0 0 1 10 0 0 1 0 0 0
11 1 0 0 0 0 0 11 1 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 1 0 12 0 0 0 0 1 0
13 1 0 0 0 0 0 13 1 0 0 0 0 0
14 1 0 0 0 0 0 14 1 0 0 0 0 0
15 0 0 1 0 0 0 15 1 0 0 0 0 0
16 0 0 0 1 0 0 16 0 0 0 0 0 1
17 0 0 0 1 0 0 17 1 0 0 0 0 0
18 1 0 0 0 0 0 18 0,5 0 0,5 0 0 0
19 0 0 0 0 0 1 19 0 0 1 0 0 0
20 0 1 0 0 0 0 20 1 0 0 0 0 0
21 0 0 0 1 0 0 21 0 0 1 0 0 0

AIPS| | 0,246 0,198 0,056 0,198 0,056 0,246 AIPS| | 0,381 0,167 0,214 0,000 0,048 0,190

Utilizando la informacién proporcionada en la Tabla 4 se ha aplicado el procedimiento
AIPS descrito en la seccién anterior. Al emplear este procedimiento se tiene en cuenta
la relacion o distancia existente entre los diferentes rankings. Los resultados obtenidos

se muestran en el Gréfico 1.
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0,1 1

0,05 A
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123 132 213 231 312 321

—#—Ronda 1 | 0,174518 | 0,169487 | 0,155995 | 0,169487 | 0,155995 | 0,174518
—&— Ronda 2 | 0,234901 | 0,175904 | 0,181515 | 0,134441 | 0,137695 | 0,135544

Gréfico 1. Resultados del procedimiento AIPS con juicios precisos

Se observa que en la ronda 1, los rankings que reciben una mayor importancia son el
123 y el 321 seguidos a poca distancia del resto de ordenaciones. Sin embargo, en la
ronda 2 las posiciones se clarifican y el ranking de mayor importancia holistica resulta
ser el 123 sequido del 213.

El procedimiento AIPS permite también obtener la importancia asociada a cada
alternativa, siguiendo un procedimiento similar al del método de Borda. Los resultados
que se alcanzan para este experimento se muestran en el Grafico 2, observandose que en
la primera ronda la importancia holistica que reciben las tres alternativas es exactamente
la misma, mientras que en la segunda ronda hay una pequefia ventaja de la alternativa

Al sobre A2 y a su vez, de ésta sobre A3.

2,2

2,14

2

4
2

1,9 1

1,8 1

1,7

Al A2 A3

—e—Ronda 1 2 2 2
—— Ronda 2 2,140818323 2,002358101 1,856823576

Graéfico 2. Importancia de las alternativas al aplicar AIPS con juicios precisos
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Estos resultados se han obtenido al aplicar el procedimiento AIPS a los juicios que los
individuos emitieron de forma precisa. Aunque el procedimiento tiene en cuenta las
interdependencias entre las diferentes ordenaciones, la consideracion del ranking de
forma precisa no permite diferenciar entre dos individuos que ordenen las alternativas
exactamente igual, uno diferencidndolas ampliamente y otro que apenas considere
diferencias entre las mismas. Para poder capturar esta informacion que el decisor
proporciona al emitir sus juicios se ha aprovechado una de las ventajas del

procedimiento AIPS, que es la posibilidad de considerar juicios imprecisos.

Para ello, se ha vuelto a aplicar dicho procedimiento partiendo de juicios imprecisos,
concretamente, en la matriz de juicios del primer nivel de la jerarquia, en la que los
individuos comparan la importancia de los criterios con respecto a la meta. Los juicios
originales se han sustituido por intervalos de juicio centrados en dicho valor original y
con una amplitud/variacion en la escala de juicios de AHP ({1/9,...,1/2,1,2,...,9}) de +/-

1 unidades.
Tabla 5. Estructuras de preferencia con juicios imprecisos
Ronda 1 Probabilidades de los rankings Ronda 2 Probabilidades de los rankings
Individuo | 123 132 213 231 312 321 Individuo | 123 132 213 231 312 321
1 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 1 0,168 0,832 0 0 0 0
2 0,56 0,44 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0 3 0 1 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0 4 1 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1 5 0 0 0 0 0,087 0,913
6 0 1 0 0 0 0 6 0,5 0,5 0 0 0 0
7 0 1 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 0,978 0,022 8 0 0 1 0 0 0
9 0 0 0 0 0 1 9 0 0 0 0 0 1
10 0 0 0 0 0 1 10 0 0 1 0 0 0
11 1 0 0 0 0 0 11 1 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 1 0 12 0 0 0 0 1 0
13 1 0 0 0 0 0 13 1 0 0 0 0 0
14 1 0 0 0 0 0 14 1 0 0 0 0 0
15 0,008 0 0992 0 0 0 15 1 0 0 0 0 0
16 0 0 0 1 0 0 16 0 0 0 0 0 1
17 0 0 0 1 0 0 17 1 0 0 0 0 0
18 1 0 0 0 0 0 18 0,5 0 0,5 0 0 0
19 0 0 0 0,095 0 0,905 19 0 0 1 0 0 0
20 0 1 0 0 0 0 20 0 0 0 0
21 0 0 0,009 0991 O 0 21 0 0 0 0 0

En la Tabla 5 se muestran las estructuras de preferencia obtenidas para cada individuo

tras realizar un experimento de simulacion de tamafio 1000 generando valores dentro de
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los intervalos de juicio fijados y calculando posteriormente para cada combinacion de
valores simulados las respectivas prioridades. Los resultados alcanzados tras aplicar de
nuevo el procedimiento AIPS a las estructuras de preferencia de la Tabla 5 son los

mostrados en el Gréafico 3.

0,25

0,2 |

0,15 1

0,1 1

0,05

123 132 213 231 312 321

—m— Ronda 1 |0,1807063|0,1703053|0,1572943|0,1664269|0,1589412| 0,166326
—e— Ronda 2 |0,2370197|0,1747001/0,1821026| 0,134187 |0,1372607| 0,13473

Gréfico 3. Resultados del procedimiento AIPS con juicios imprecisos

En la ronda 1 el ranking que recibe una mayor importancia es el 123 seguido del 132.
En la ronda 2 las diferencias son algo mayores, y el ranking con una mayor importancia

sigue siendo el 123 seguido en este caso del 213.

Al aplicar AIPS para calcular la importancia asociada a cada alternativa, se obtienen los
resultados que se muestran en el Grafico 4, en el que se vuelve a visualizar que las

opiniones tras la discusion en el foro se clarificaron a favor de la alternativa Al.

2,2
2,1+
2 o
A
1,9 - \-
1,8 4
1,7
Al A2 A3
—e—Ronda 1 2,018258755 1,994474616 1,987266629
—#—Ronda 2 2,142802684 2,004328862 1,852868453

Gréfico 4. Importancia de las alternativas al aplicar AIPS con juicios imprecisos
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5. Conclusiones

En este trabajo se aplica el método de decision con maltiples actores conocido como
Agregacion de Estructuras de Preferencia Individuales (AIPS) a la resolucion de un
problema de localizacion planteado en el taller sobre “Voto electrénico y e-
cognocracia” realizado dentro de las Il Jornadas sobre Comercio Electronico celebradas
en Zaragoza (http://jcel.unizar.es/index.php).

La aplicacion del método AIPS permite capturar la interdependencia existente entre las
alternativas e incorporar la incertidumbre inherente en el proceso de emision de juicios.
Por otro lado, el uso de AIPS pone de manifiesto el cambio acaecido en las estructuras
de preferencias individuales durante el proceso de discusion llevado a cabo entre los
participantes en el taller. También ha permitido analizar la evolucion temporal de las
estructuras de preferencia colectivas. La tendencia de este cambio coincide con la
detectada con otras herramientas decisionales usadas en este tipo de estudios (Moreno-
Jiménez y otros, 2007; Turdn y Moreno-Jiménez, 2007). Por ultimo, destacar que con el
experimento realizado se ha extendido la aplicacion del procedimiento AIPS a un
nimero de decidores mas amplio que el considerado hasta el momento en trabajos

previos (Moreno-Jiménez y Escobar, 2005; Escobar y Moreno-Jiménez, 2006a).
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Resumen

Este trabajo establece las bases metodoldgicas para el disefio de un indice sintético global para la medicién del
desarrollo turistico sostenible, que se denominard ST INDEX. El calculo de este indice respondera a la cuadruple
dimensidn de la sostenibilidad y facilita el seguimiento y control de resultados de las politicas de fomento del turismo
sostenible, a la vez que sirve de elemento de medicion de la convergencia entre distintos destinos turisticos, que
dispondran, ademas, de un conocimiento mas profundo sobre los elementos que condicionan su capacidad
competitiva en los mercados. La elaboracion de indices sintéticos de desarrollo sostenible es una propuesta ain muy
reciente, por lo que las aportaciones tedricas son todavia muy escasas. En el caso del turismo sostenible, por el
momento no se ha producido ningin avance, por lo que la investigacion que se plantea en esta propuesta tiene un
carécter de exclusivamente novedosa, teniendo como referente el Monitor de Competitividad Turistica del WTTC, la
aportacion al World Economic Forum (WEF) de los grupos de trabajo de las Universidades de Yale y de Columbia,
que han disefiado el Environmental Sustainability Index (ESI) y, para el caso de Espafia, el trabajo realizado por un
equipo de investigadores de la Universidad de A Corufia para el disefio de un Indice Sintético de Desarrollo
Sostenible (Synthetic Index of Sustainable Development, o SISD), que han aplicado al analisis del desarrollo
sostenible de las Comunidades Auténomas con buen resultado.

Palabras clave: desarrollo econémico, sostenibilidad, turismo sostenible, indice sintético, ST INDEX,
gestion territorial.

Abstract

This paper establishes the methodological bases for the design of a global synthetic index for the measurement of the
sustainable tourism development. This index will be denominated ST INDEX. The calculation of this index will
respond to the quadruple dimension of the sustainability and it facilitates the monitoring and control of results of the
development policies of the sustainable tourism, at the same time it also serves as element of measurement of the
convergence among different tourism destinations that will prepare of a deeper knowledge on the elements that
condition its competitiveness in the markets.

The elaboration of synthetic indexes of sustainable development is a very recent proposal, for what the theoretical
contributions are still very scarce. In the case of the sustainable tourism, at the moment any advance has not taken
place, for what the issue that we propose in this paper has a character of exclusively novel, having as relating the
Tourism Competitiveness Monitor to the WTTC, the contribution to the World Economic Forum (WEF) of the
groups of work of the Universities of Yale and of Columbia that the Environmental Sustainability Index has designed
(ESI) and, for the case of Spain, the work carried out by a team of researchers of the University of A Corufa for the
design of a Synthetic Index of Sustainable Development (SISD) that have applied to the analysis of the sustainable
development of the Autonomous Communities with good result.

Key words: economic development, sustainability, sustainable tourism, synthetic index, ST INDEX,
territorial management.



1. Introduccion

El de la sostenibilidad es uno de los debates que mas interés ha generado entre los
investigadores de la Ultima década. El turismo, una de las principales actividades
econdmicas a nivel mundial, no ha quedado al margen de este debate, que ha tenido una
parte sustancial en la necesidad de definir herramientas con las que medir la evolucién

de los destinos turisticos en el proceso de transicion que implica el desarrollo sostenible.

Afrontar la medida de la sostenibilidad no es, ni mucho menos, una tarea sencilla. Son
varias las razones que dificultan su cuantificacion. En primer lugar, se trata de un
concepto todavia excesivamente abstracto y, si se quiere, latente, es decir, no
directamente observable, lo que obliga a ser cuantificado mediante indicadores
indirectos que se relacionan, en mayor o menor medida, con la sostenibilidad. En
segundo lugar, la sostenibilidad tiene un caracter claramente multivariante, puesto que
son varios los aspectos con los que guarda relacion. Su cuadruple naturaleza social,
econdmica, medioambiental e institucional es una muestra evidente de hasta qué punto
es una realidad multivariante. En tercer lugar, la medida de la sostenibilidad es relativa,
en el sentido de que, dependiendo de la unidad de analisis que se tome como referencia,
las unidades analizadas pueden ser mas o menos sostenibles. Por ultimo, su
cuantificacion viene dada, en la mayor parte de los casos, en diversas unidades de
medida. Si fuera posible utilizar una unidad de medida comin para la totalidad de
indicadores que la cuantifican, expresada, por ejemplo, en términos monetarios, es
evidente que su valoracion cuantitativa seria considerablemente més sencilla de lo que
es en realidad como consecuencia de la existencia de indicadores, especialmente los
medioambientales, expresados en unidades de medida de lo mas variado (emisiones de

CO,, tratamiento de residuos, produccion de energias renovables, etc.).

El objeto de este trabajo es, precisamente, el de establecer una metodologia con la que
abordar la creacion de un indice sintético de sostenibilidad turistica, que se ha
denominado ST INDEX, y que viene a cubrir las necesidades de agregacion de
informacidn que plantea el propio concepto de sostenibilidad, facilitando, a la vez, una
herramienta también muy Gtil para evaluar la gestion de los destinos turisticos y para

comparar los esfuerzos realizados en materia de sostenibilidad por cada uno de ellos.



La primera parte se dedica al analisis del concepto de turismo sostenible y de los
elementos que lo configuran, asi como a justificar la necesidad de medir la
sostenibilidad del turismo y de valorar el papel de los indicadores en esta tarea,
poniendo especial énfasis en la necesidad de un indice sintético de turismo sostenible.
Seguidamente, se repasan las principales aportaciones metodoldgicas para el célculo de
indices sintéticos, centrando el analisis en los tres métodos que serviran, posteriormente,
para establecer la propuesta del ST INDEX. Esta propuesta queda definida en la tercera

y ultima parte de este trabajo.
2. La sostenibilidad de la actividad turistica

El interés cientifico por un desarrollo econémico equilibrado y respetuoso con los
recursos obtenidos de la Madre Naturaleza no es nuevo. Ya, desde finales del siglo
XVII, autores como Petty, Cantillon, Hume o Quesnay se planteaban la relacion entre el
ser humano y la naturaleza, y las posibilidades de éste para mejorar las capacidades
productivas de la tierra, que hasta entonces habia sido considerada como la unica fuente
generadora de riqueza. Sin embargo, hay que esperar a la década de los sesenta del siglo
XX para ver el comienzo de una nueva etapa, que tiene su origen en la preocupacion por
los, cada vez mas importantes, problemas medioambientales que se empiezan a
constatar en las sociedades industrializadas y por el agotamiento de los recursos
naturales como consecuencia del impresionante consumo de recursos a que habia dado
lugar la revolucion neoclésica. La década de los setenta es especialmente importante en
este cambio de actitud de los economistas respecto a las cuestiones ambientales. El
Informe Meadows (1972) y, sobre todo, la crisis del petréleo (1973) ponen de
manifiesto los serios problemas a los que se enfrenta el modelo neoclasico de
crecimiento econémico ilimitado y sirven de punto de inflexidn en el desinterés que el

discurso econdmico imperante habia tenido hasta entonces por estas cuestiones.

Sin embargo, no sera hasta finales de los 80, incluso ya entrados los 90, cuando el
debate sobre la sostenibilidad adquiera carta de naturaleza propia, convirtiéndose desde
entonces en uno de los principales temas de investigacion por parte de la comunidad
cientifica y de interés politico y social a nivel mundial. Inicialmente, este debate tuvo
una marcada influencia medioambientalista, aunque, con el paso del tiempo, se han

producido importantes avances en el estudio de la sostenibilidad y de los factores que la



condicionan, pasando a considerarse otros aspectos (economico, sociocultural e
institucional) que actualmente son clave en el estudio de este paradigma, sin obviar, por

supuesto, el &mbito medioambiental®.
2.1. El debate en torno al paradigma del turismo sostenible

La traslacion del debate cientifico de la sostenibilidad al &mbito turistico es ain mas
reciente, aunque, como sefialan Ivars et al (2001, p. 6), la discusion en torno a la
creciente importancia del turismo en los procesos de desarrollo econémico y sus
implicaciones ambientales, culturales y antropoldgicas se inicia mucho antes en el
mundo académico, con trabajos tan importantes como los de Budowski (1976), Cohen
(1978), Krippendorf (1978) o De Kadt (1979), por citar algunos; y, para el caso espafiol,
los andlisis de Cals (1974), Gaviria (1976) o Jurdao (1979).

El concepto de turismo sostenible se ha consolidado en la literatura, cientifica y no
cientifica, de la ultima década como pieza basica en el debate sobre la gestion de los
recursos turisticos. Sin embargo, el pretendido desarrollo sostenible de la actividad
turistica, que ha sido objeto de innumerables propuestas dialécticas, en buena parte de
los casos no ha llegado a concretarse en un inventario de politicas eficaces, capaces de
garantizar que el aprovechamiento productivo del turismo sea compatible con la
conservacion del patrimonio natural y cultural del territorio en el que se desarrolla'y con

un modelo de gestidn abierto y participativo.

La sostenibilidad no es una estrategia per s€, sino que implica un cambio del paradigma
en el aprovechamiento turistico de los recursos, que no supone ausencia de crecimiento
ni pérdida de eficacia, y garantiza en cambio una mejora en la calidad de vida de los
residentes en los destinos y de los visitantes, reconociendo que existen limites reales a la
disponibilidad de recursos y, por tanto, deben tomarse medidas para reducir el consumo

material que eleva los costes ambientales, culturales y sociales.

Se requiere, en consecuencia, un equilibrio entre los objetivos a corto y a largo plazo,
bajo el convencimiento de que pueden derivarse todo tipo de beneficios (incluso
econdémicos) con un uso equilibrado de los recursos. Pero, lograr ese equilibrio, requiere

la implementacion en lo concreto de un proceso de toma de decisiones y una serie de

! Para un anélisis més detallado de la evolucion del concepto de sostenibilidad aplicado al turismo y de
los factores que condicionan su consecucién, pueden verse, entre otros, Dourojeanni (1997), Hall (2000),



actuaciones relativas al uso de los recursos necesarias para alcanzar el escenario

deseado.

Como sefialan Fullana y Ayuso (2002, p. 29), “el concepto de desarrollo sostenible no
contiene directrices sobre la relacion deseable entre las acciones de la sociedad humana
y el estado del mundo natural”. Es evidente, ademas, como ya se ha puesto de
manifiesto, que “no puede asociarse con un proyecto acabado ni supone una meta”
(Sierra, 2002, p. 22), y tampoco “puede identificarse con un estado ideal, practicamente
utopico” (lvars et al, 2001, p. 9). Se trata, por tanto, de un proceso de cambio
cualitativo, abierto y en continua evolucion; de un proceso de transicion hacia un nuevo
marco de relaciones entre los seres humanos y el ecosistema global, que exige nuevos
fundamentos tedricos, soportes analiticos y planteamientos operativos, en la medida en
que el marco conceptual tradicional presenta importantes limitaciones para afrontar con

garantias este proceso.

De hecho, los avances en el conocimiento de la sostenibilidad han permitido ampliar el
concepto inicial, incorporando nuevos planteamientos vinculados con el equilibrio entre
los aspectos ambientales, socioculturales y econdémicos del turismo; la necesidad de
liderazgo politico para afrontar el proceso de cambio hacia la sostenibilidad del turismo;
la participacion informada de todos los agentes participantes; la aplicacién de los
principios de la sostenibilidad en todos los sectores de la actividad turistica, en todas las
formas de turismo y en todos los destinos turisticos; o con los objetivos mundiales de
eliminacion de la pobreza. En definitiva, asi lo reconoce la Organizacion Mundial del
Turismo (OMT) en su nueva definicion de turismo sostenible, realizada por el Comité
de Desarrollo Sostenible del Turismo (OMT, 2004: 7). “Las directrices para el
desarrollo sostenible del turismo y las préacticas de gestién sostenible son aplicables a
todas las formas de turismo en todos los tipos de destinos, incluidos el turismo de masas
y los diversos segmentos turisticos. Los principios de sostenibilidad se refieren a los
aspectos ambiental, econdmico y sociocultural del desarrollo turistico, habiéndose de
establecer un equilibrio adecuado entre esas tres dimensiones para garantizar su

sostenibilidad a largo plazo.

Por tanto, el turismo sostenible debe:

Swarbrooke (2000), Ivars et al (2001), Fullana y Ayuso (2002), Weaver (2005) o Pulido (2006a).



1. Dar un paso oOptimo a los recursos ambientales que son un elemento
fundamental del desarrollo turistico, manteniendo los procesos ecologicos
esenciales y ayudando a conservar los recursos naturales y la diversidad
bioldgica.

2. Respetar la autenticidad sociocultural de las comunidades anfitrionas,
conservar sus activos culturales arquitectonicos y sus valores tradicionales, y

contribuir al entendimiento y a la tolerancia interculturales.

3. Asegurar unas actividades econdémicas viables a largo plazo, que reporten a
todos los agentes unos beneficios socioeconémicos bien distribuidos, entre los
que se cuenten oportunidades de empleo estable y de obtencion de ingresos y
servicios sociales para las comunidades anfitrionas, y que contribuyan a la

reduccion de la pobreza.

El desarrollo sostenible del turismo exige la participacion informada de todos los
agentes relevantes, asi como un liderazgo politico firme para lograr una colaboracién
amplia y establecer un consenso. El logro de un turismo sostenible es un proceso
continuo y requiere un seguimiento constante de los impactos para introducir las

medidas preventivas o correctivas que resulten necesarias.

El turismo sostenible debe reportar también un alto grado de satisfaccion a los turistas y
representar para ellos una experiencia significativa, que los haga mas conscientes de los

problemas de la sostenibilidad y fomente en ellos unas practicas turisticas sostenibles”.

Una definicion amplia que sintetiza los aspectos basicos del turismo sostenible y que
consolida la idea de la cuadruple dimension de la sostenibilidad como eje fundamental
del analisis del proceso de transicién, quedando patente que la consecucién del
desarrollo sostenible en cualquier destino turistico requiere de un planteamiento integral
desde la Optica de estas cuatro dimensiones y, en consecuencia, no se conseguira

abordandola desde la vision parcial de cualquiera de ellas.
2.2. ¢Por qué medir el turismo sostenible?

El analisis de la sostenibilidad se ha convertido, pues, en uno de los aspectos mas
atractivos e interesantes de la investigacion en turismo, sobre todo porque su

aplicabilidad real al desarrollo turistico de los territorios deja de ser una cuestion mas o



menos etérea para convertirse en un aspecto fundamental del futuro de los destinos. Si a
ello se une el hecho de que, segun todas las previsiones e indicadores, el turismo se
consolidara en el siglo XXI como la primera industria mundial, parece evidente la
importancia y oportunidad de profundizar en el estudio de los factores clave de la
sostenibilidad de los destinos turisticos.

La competitividad de los destinos turisticos dependera, entre otras cuestiones, de su
capacidad para definir y aplicar un modelo de desarrollo turistico acorde con los
criterios de sostenibilidad econdmica, ambiental, sociocultural e institucional, y que, en
consecuencia, les permita mantener sus recursos y atractivos en permanente buen estado
para ser consumidos por el turista, presente y futuro. Este planteamiento conduce a un
importante supuesto: la sostenibilidad de un destino turistico es una variable clave en el

posicionamiento competitivo dentro de su mercado de referencia.

La eficiente respuesta a estos retos requiere, por un lado, un profundo compromiso
social, involucrando a todos los sectores de la sociedad con un espiritu de
responsabilidad compartida, aunque diferenciada segun se trate de instituciones,
empresas, organizaciones no gubernamentales, individuos, etc.; y, por otro, “repensar”
el conjunto de instrumentos y mecanismos de gestion para incentivar cambios
significativos en las actuales practicas turisticas, teniendo en cuenta que es necesario

reestructurar los modos de produccion, distribucion y consumo.

Hace falta una nueva politica turistica que disponga de una variada gama de
instrumentos  juridicos, normativos, administrativos, sociales, institucionales,
educativos, participativos, etc., y que supere los principios neoliberales en la concepcién
de los esquemas de gestion turistica sostenible para garantizar el reforzamiento
simultaneo de los procesos turisticos y territoriales-medioambientales en beneficio de

ambos y del desarrollo econémico global.

A pesar de todas las iniciativas puestas en marcha en la Gltima década, tanto por el
sector publico como por las empresas y organizaciones no gubernamentales, la OMT
presentd un informe en la Cumbre Mundial sobre Desarrollo Sostenible (Johanesburgo,
2002) sobre los avances conseguidos a nivel internacional en materia de desarrollo

sostenible del turismo. La conclusion era desilusionante: “si bien, en términos

generales, la necesidad de aplicar en el turismo una planificacion sistematica se ha



convertido en un enfoque ampliamente aceptado, y las politicas y estrategias de turismo
recomendadas por las organizaciones internacionales incorporan la cuestion
medioambiental y la sostenibilidad social y econdmica, su aplicacion efectiva por
gobiernos centrales, regionales y locales y por los empresarios turisticos ha sido lenta y
parcial” (Yunis, 2003: 19).

Segun el propio informe, el principal reto a que se enfrenta la consecucion de un
turismo sostenible es el de salvar las distancias que actualmente existe entre la
generacion de orientaciones metodoldgicas, sugerencias de politica turistica y
conocimientos técnicos y su aplicacion practica en la planificacion real y en el
desarrollo de destinos turisticos por parte de las administraciones publicas, asi como en
la ejecucion de proyectos turisticos y el funcionamiento cotidiano de las empresas

turisticas.

Para la superacion este reto, la OMT propone, entre otras medidas, realizar un mayor
esfuerzo para adaptar los conocimientos metodoldgicos y tecnoldgicos existentes a las
situaciones especificas de cada territorio y dotar a las administraciones publicas,
especialmente a las locales, a las empresas turisticas y, en general, a todas las partes
interesadas en cualquier proceso de desarrollo turistico, de mecanismos adecuados para
supervisar el cumplimiento de los criterios de sostenibilidad establecidos. Es necesario,
por tanto, disponer de un marco operativo que ayude a los gestores a conocer en todo
momento y de forma sistematica y objetiva la consecucion de los objetivos de
sostenibilidad respecto al desarrollo turistico de dicho territorio; objetivos que, por otra
parte, habran de ser previamente establecidos y que se deberan modificar en la medida
en que cambie la situacion del territorio, el comportamiento turistico o las preferencias

locales.

En consecuencia, se convierte en objetivo principal de cualquier destino turistico la
medicion del nivel de sostenibilidad alcanzado por su proceso de desarrollo turistico, a
fin de verificar el comportamiento favorable o desfavorable de su modelo de desarrollo
segun estos principios y adoptar los cambios necesarios en caso de no alcanzar los
objetivos propuestos. Como sefiala Ko (2005: 432), “si el desarrollo sostenible es uno
de los objetivos actuales mas importantes de la industria del turismo, entonces la

industria necesita poder medir su rendimiento e impactos en este area”.



2.3. El uso de indicadores para medir el turismo sostenible

Desde los afios 90 del siglo pasado, se han ido discutiendo propuestas muy diversas de
indicadores cuyo objeto era, precisamente, contribuir al disefio de marcos operativos
gue garanticen una evaluacion tangible de la sostenibilidad de diferentes proyectos o
modelos de desarrollo turistico?.

El concepto de indicador ha sido establecido por no pocos autores. Asi, Castell (2000:
35) lo define como “variable o relacion entre variables (indices) de cuya medicién se
pueden obtener referencias ciertas sobre la evolucion del sistema en que esta inmersa.
Las variables indicadoras son aquellas sensibles a cambios y tendencias de origen
natural o humano, incluyendo el manejo”. Por otro lado, Sancho et al (2002) incluyen
en la definicion de su modelo AUDITSOS dos conceptos de indicador, uno de la OMT
(1995), como “aquel instrumento cuantitativo y sintético que facilitaria el anélisis y
evaluacién de la informacién de manera que, junto cualquier otro tipo de instrumentos,
los actores decidores reduzcan la probabilidad de adoptar inadvertidamente decisiones
desafortunadas”, y otro de James (2000)°, segin el cual “un indicador sera el
instrumento que permitird a los gestores de los destinos turisticos evaluar la
sostenibilidad del mismo, conociendo cuales son los atributos clave, cual es su

evolucion, y cuales son los riesgos que les afectan o podrian llegar a afectar”.

Por su parte, la OCDE (1993) define los indicadores como “variables que ofrecen
informacidn sintética sobre determinados fendmenos o espacios gracias a la concesion
de un valor suplementario que amplia la significacion del pardmetro individualmente
considerado”. Y el Ministerio de Medio Ambiente (2001: 16), refiriéndose al concepto
de indicador ambiental, sefiala que se trata de “una variable que ha sido socialmente
dotado de un significado afiadido al derivado de su propia configuracion cientifica, con
el fin de reflejar de forma sintética una preocupacion social con respecto al medio

ambiente e insertarla coherentemente en el proceso de toma de decisiones”.

En definitiva, como sefialan los autores del proyecto METASIG, “la creacion de

indicadores implica una construccion cientifico-técnica, amparada en una valoracion

2 Para la revision de algunas de estas propuestas, pueden consultarse, entre otros, Manning (1999), Miller
(2001), Sirakaya et al (2001), Ivars et al (2001), Sancho et al (2002), Bloyer et al (2004), White et al
(2006), Sancho y Garcia (2006).

® Publicado posteriormente en Espafia como James (2004).



social previa, que otorga a determinados parametros valor de representacion sobre
procesos relacionados con el desarrollo sostenible o, desde el punto de vista ambiental,
con la presion sobre el medio, las condiciones ambientales objetivas y las politicas de
respuesta” (lvars et al, 2001: 37). Los indicadores permiten, pues, comprender cual es la
situacion actual, definir el estado ideal y pronosticar si, con las actuaciones ejecutadas,
se esta mas cerca 0 mas lejos de dicho estado, asi como prevenir, anticipar y solucionar

problemas (Bermejo y Nebreda, 1998).

Las tres funciones bésicas de los indicadores (OCDE, 1997) son: simplificacion,
cuantificacion y comunicacion. Los indicadores han de ser representaciones empiricas
de la realidad en las que se reduzcan el numero de componentes. Ademas, han de medir
cuantitativamente (al menos establecer una escala) el fendbmeno a representar. Y, por
ultimo, el indicador ha de utilizarse para transmitir la informacion referente al objeto de
estudio. Para el caso de los indicadores sociales, Fricker (1998) amplia estas tres
funciones a cinco, pudiendo tener una utilidad informativa, predictiva, orientada hacia la
resolucion de problemas, evaluadora de programas y, por ultimo, definitoria de
objetivos; mientras que Miller (2001) se refiere a las siguientes funciones que pueden
esperarse de los indicadores de sostenibilidad: identificacion de problemas, mejor
conocimiento y mayor concienciacion publica acerca de esos problemas y definicion,

desarrollo y evaluacion de politicas.

Los principales avances se han producido en el ambito de la definicion de indicadores
de tipo ambiental (Ministerio de Medio Ambiente, 2003), es decir, aquellos que facilitan
la evaluacion de la incidencia del turismo en el medio ambiente, mientras que la
incorporacion de las demas dimensiones del turismo sostenible (sociocultural,
econdmica e institucional) se ha planteado, en la mayoria de los casos, a través de una

adaptacion de los modelos utilizados para la definicién de indicadores ambientales.

En efecto, se han definido, basicamente, tres modelos para abordar el proceso de
construccion de indicadores ambientales, que son los que se han aplicado
posteriormente para la obtencidn de indicadores de turismo sostenible. En Espafia, el
modelo adoptado por los autores de AUDITSOS (Sancho et al, 2002) es el aplicado por
la OCDE (1993, 2000). Conocido internacionalmente como modelo PSR (Presion-

Estado-Respuesta), se basa en el concepto de causalidad, es decir, las actividades
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humanas ejercen Presiones sobre el medio ambiente y modifican la cualidad y calidad
(Estado) de los recursos naturales. La sociedad responde a estos cambios a través de
politicas ambientales, macroeconémicas y sectoriales (Respuestas). Estas Ultimas
producen una retroalimentacion dirigida a modificar las presiones a través de las
actividades humanas. A partir del modelo PSR, la Agencia Europea de Medio Ambiente
(1998) cred un nuevo marco analitico, conocido como modelo DPSIR (correspondiente
a los términos ingleses driving forces-pressure-state-impact-response), que incorpora
las causas de la presién y los impactos producidos como consecuencia de las
modificaciones que se han producido en el estado de las condiciones ambientales. Este
es el modelo adoptado por Ivars et al (2001) para el desarrollo de METASIG.
Finalmente, la WCPA ha propuesto un modelo especialmente pensado para valorar el
estado de los espacios naturales protegidos y evaluar su gestion. EI modelo WCPA
(Hockings et al, 2000), que ya ha sido adoptado en Espafia para la evaluacion del
sistema de espacios protegidos de Catalufia, propone las siguientes categorias de
indicadores: de contexto, de planificacion y legislacion, de medios, de procesos, de

actividades y servicios, y de resultados.

El problema esta en que no existe una lista de indicadores universales y undnimemente
aceptados. Es mas, en la medida en que un indicador describe un proceso especifico de
control (y no una informacion exclusivamente numérica), los indicadores estan
fuertemente vinculados a los procesos de los que forman parte. Y, consecuentemente,
las aportaciones realizadas hasta el momento s6lo admiten una comparacion muy
parcial —variable a variable, o indicador a indicador-, ya que no establecen una forma
homogénea, sintética y global para llevarla a cabo entre los distintos territorios o

economias (Gonzélez et al, 2004).
2.3. La necesidad de un indice sintético de turismo sostenible

Efectivamente, la mayor parte de las propuestas realizadas hasta ahora se basan en la
construccion de indicadores para evaluar de forma independiente los diferentes
componentes de la sostenibilidad, pero se ha avanzado muy poco en el disefio de
indicadores que integren esa cuédruple dimension. Es necesario, por tanto, encontrar
indicadores adaptados al caracter integral y multidimensional de los procesos de

desarrollo, aun a sabiendas de que este objetivo implica mayor complejidad en su
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disefio, obtencion e interpretacion (Bermejo y Nebreda, 1998), lo que obliga a la
creacion de sistemas de indicadores adaptados a la especificidad de cada territorio,
distinguiendo entre los distintos tipos de espacios turisticos, su grado de desarrollo y
otras circunstancias que influyen tanto en la evolucion de la actividad turistica como en

su orientacion hacia el desarrollo sostenible (lvars et al, 2001).

A ello puede contribuir el establecimiento de bases metodologicas para el disefio de un
indice sintético global de desarrollo turistico sostenible que permita, por un lado,
sistematizar la informacién acerca de los factores que condicionan la sostenibilidad de
cualquier destino turistico, y, por otro, la comparacion entre todos estos destinos, a fin
de delimitar su esfuerzo, en términos comparados, respecto a los objetivos de la

sostenibilidad.

Los indicadores sintéticos o indices son medidas adimensionales, resultado de combinar
varios indicadores simples mediante un sistema de ponderacién que jerarquiza los
componentes. La informacidn que se obtiene de estos indicadores es mayor, si bien la
interpretacion de la misma es, en muchos casos, mas complicada y con ciertas

restricciones.

3. Aportaciones metodoldgicas para el calculo de indices sintéticos. Su aplicacion

al andlisis del desarrollo sostenible o del turismo

Durante la Gltima década han avanzado algunas iniciativas de elaboracion de indices
sintéticos para las diferentes dimensiones del desarrollo sostenible (United Nations,
2001b). También, en este caso, es la dimension medioambiental de la sostenibilidad la
que acumula un mayor ndmero de experiencias (Living Planet Index, The Ecological
Footprint,...), si bien, hasta el momento no existe un acuerdo internacional acerca de la
validez general de ninguna de ellas. Respecto a la dimension econdmica, se suele
cuestionar la inconsistencia de las metodologias utilizadas para el célculo de indices
como el Genuine Progress Indicator (GPI) o el Index of Sustainable Economic Welfare
(ISEW), de los que también se censura la subjetividad de sus resultados. Los indices
sintéticos para medir la dimensidén social estan aun menos desarrollados. EI mas
conocido, aunque también muy cuestionado, es el Human Development Index. Y,
respecto a la dimension institucional, ain no se ha desarrollado indices sintéticos de

relevancia.

12



El gran problema de la mayoria de estos indices estéa en el hecho de que, por lo general,
no existe informacion publica sobre las metodologias utilizadas, ni sobre los procesos
de agregacion seguidos, lo que dificulta su uso por otros organismos o instituciones, asi

como la comparacion de resultados.

Seguidamente, se analizan tres de las propuestas metodolégicas mas recientes para la
construccion de indices sintéticos. Las dos primeras (Monitor de Competitividad
Turistica y ESI) han tenido un nivel de acogida aceptable en el ambito internacional,
mientras que la tercera (SISD), que es una variacion del ESI, supone la primera
propuesta de agregacion de indicadores realizada en Espafia para la obtencion de un

indice sintético de desarrollo sostenible aplicada al analisis regional.
3.1. El Monitor de Competitividad Turistica

El World Travel & Tourism Council (WTTC) es un organismo internacional que agrupa
a las 100 empresas turisticas de titularidad privada mas importantes del mundo, y que
tiene por objeto concienciar a la poblacién mundial del impacto que los viajes y el
turismo tienen en la generacion de riqueza y en la creacién del empleo, apostando de
forma decidida por un desarrollo turistico sostenible. En 2001 este organismo puso en
funcionamiento un Monitor de Competitividad Turistica que intenta medir hasta qué
punto cada pais ofrece un entorno competitivo para el desarrollo turistico. Este Monitor
considera ocho grandes dimensiones de la competitividad turistica (competitividad en
precios, turismo humano, infraestructuras, medio ambiente, tecnologia, apertura
turistica, desarrollo social y recursos humanos) que incluyen, a su vez, diversos
indicadores de competitividad turistica (65 en total) para casi 200 paises de todo el
mundo. Cada una de estas 65 variables es transformada en un indice que refleja la
actuacion relativa de cada pais en relacion con los demas. Esta normalizacion se lleva a
cabo la metodologia propuesta por el Programa de las Naciones Unidas para el
Desarrollo (PNUD), es decir:

X — min(xij )

]

max(xij )— min(xij )
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siendo x; el valor alcanzado por la variable X en el pais i. De esta forma, 1; valdra 1

para el pais en el que se registra el maximo valor de la variable, y valdra 0 para el pais

en el que observe el minimo valor de la variable.

Dado que algunas variables turisticas estan definidas de forma inversa (esto es, mayor
competitividad cuanto menor sea el valor de la variable, como sucede, entre otros, con
el indice de precios hoteleros o con los impuestos sobre bienes y servicios), es preciso

utilizar la siguiente normalizacion inversa:

max(xij )_ X;j

" max(xij )— min(xij)

lo que garantiza un valor del indice igual a 1 para el pais mas competitivo y de 0 para el

menos competitivo.

Una vez normalizadas todas las variables que sirven de base para el Monitor de
Competitividad, el WTTC obtiene un indice agregado para cada una de las ocho
dimensiones de la competitividad turistica. Dicho indice se calcula simplemente de la

siguiente forma:
() N k)
S, _leij
J:

siendo m el numero de variables que integran cada dimension de la competitividad
turistica, y donde (k) hace referencia a la k-ésima dimension (para k =1 a 8).

Finalmente, el anterior indice agregado se normaliza de la siguiente forma:

stk —min(Si("))
max(s*) ) min(s¥))

cl =

De esta forma, se obtienen un total de ocho indices agregados de competitividad

turistica. Los principales inconvenientes de esta metodologia son los siguientes:

a) No se utilizan todas las variables originales para la obtencion de estos
indices agregados, debido a la falta de informacion estadistica en un elevado
porcentaje de paises para algunas de dichas variables.
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b) El indice agregado se calcula como una suma simple de las variables
estandarizadas, lo que significa que no se establecen ponderaciones para

cada una de las variables que forman el indice agregado.

c) A pesar de la obtencién de ocho indices agregados (uno por cada dimension
de la competitividad turistica), no se llega a proponer un Unico indice
sintético que resuma la informacion aportada por los ocho indices agregados

parciales.

Para salvar este Ultimo inconveniente, Gooroochurn & Sugiyarto (2005) proponen
agregar los ocho indices parciales en un Unico indice ponderado de competitividad

turistica. Para ello, una vez obtenidos los valores estandarizados de las variables 1,

obtienen el siguiente indice agregada para cada una de las ocho dimensiones de la

competitividad:

21y
R

Ny

y"

siendo n, el numero de variables que componen cada dimension. Una vez realizada esta

agregacion, el indice ponderado de competitividad turistica que proponen es el

siguiente:

Z; = Zglwk yi(k)

k=1

donde o, es el coeficiente de ponderacion asignado a cada dimension de la

competitividad turistica. Para determinar este coeficiente, los autores utilizan un analisis
factorial confirmatorio, para lo cual consideran como variable (o dimension) latente el

indice agregado de competitividad turistica y como variables observadas los ocho

indices agregados yi(k). Una vez obtenidos los coeficientes estimados asociados a las

dimensiones consideradas, B, , los coeficientes de ponderacion se calculan a través de la

siguiente expresion:
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Esta metodologia para la obtencion de indices sintéticos tiene la ventaja de que cada
dimensién del fendmeno turistico analizado es ponderada mediante una metodologia

estadistica robusta, como el analisis factorial confirmatorio. Sin embargo, los indices
agregados parciales yi(k) se obtienen sin diferenciar el diferente papel que cada variable

tiene en la construccion de cada dimension, al obtenerse dichos indices parciales como

una media simple de variables normalizadas.
3.2. El Environmental Sustainability Index (ESI)

El indice de Sostenibilidad Medioambiental (Environmental Sustainability Index, ESI)
es elaborado, desde 2002, por el World Economic Forum (WEF) a partir de las bases
metodologicas fijadas por el Yale Center for Environmental Law and Policy de la
Universidad de Yale y por el Center for Internacional Herat Science Information
Network de la Universidad de Columbia. El ultimo indice calculado hasta el momento,
el correspondiente a 2005, estd construido a partir de 76 variables, integradas a su vez
en 21 indicadores de sostenibilidad medioambiental, de forma que cada indicador se
construye a partir de entre 2 y 12 variables, dependiendo del caso y el valor final del
ESI es una media igualmente ponderada® de los valores alcanzados por los 21
indicadores calculados. Se calcula para un total de 146 paises y considera 5 grandes
dimensiones (sistemas medioambientales, reduccion de las presiones sobre el medio
ambiente, reduccion de la vulnerabilidad humana a las presiones medioambientales,
capacidad de respuesta social e institucional a los desafios medioambientales y
administracion global). Ademés, el ESI debe ser interpretado en términos de
probabilidad, puesto que el valor final de este indice para un pais determinado

“cuantifica la probabilidad de que dicho pais sea capaz de preservar Sus recursos

* En opinién de los dos centros de investigacion que elaboran este indice, ponderar de la misma forma a
todos los indicadores calculados responde a varias razones. En primer lugar, a que una agregacién simple
es transparente y facil de entender. En segundo lugar, a que, tras consultar a expertos medioambientales,
ninguno de ellos se atrevio a conceder a unos indicadores una importancia sustancialmente mayor o
menor que a los demas. Finalmente, a que la utilizacién de ciertos métodos estadisticos para obtener
coeficientes de ponderacion otorgan valores practicamente iguales a los 21 indicadores. En cualquier
caso, se reconoce que es probable que, cuando el anélisis se realiza a nivel de un pais, existan diferentes
prioridades para los distintos componentes de la sostenibilidad.
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medioambientales de forma efectiva a lo largo de varias décadas” y “evalua la

capacidad del pais para evitar un mayor deterioro medioambiental” (ESI, 2005: 23).

Dado que las diferentes variables utilizadas en la construccién del ESI estan expresadas
en diferentes unidades de medida (especialmente, las variables medioambientales), el
primer paso del proceso consiste en normalizar la totalidad de variables, para evitar las
distorsiones que provocarian aquellas variables con varianzas elevadas. Este proceso de
normalizacion de las variables se realiza mediante la siguiente expresion cuando exista

una relacion directa entre el valor de la variable y el nivel de sostenibilidad:

siendo X lamediay S; la desviacion estandar de la variable, x; el valor de la variable

X, para la unidad de analisis i, y z; es el valor normalizado de x;;.

Si, por el contrario, valores més elevados de la variable implican menor nivel de

sostenibilidad (relacién inversa), la normalizacién se lleva a cabo de la siguiente forma:

X =X

Dado que el proceso de imputacion y agregacion de variables se basa en la asuncion de
una distribucién normal multivariante, se comprueba hasta qué punto cada variable
puede ser considerada normal, empleando para ello el coeficiente de asimetria. Asi,
todas aquellas variables cuyo coeficiente de asimetria sea superior a 2 es transformada a

través de una funcion logaritmica o de una funcion potencial.

Esta transformacion no sélo conseguira que las variables altamente asimétricas corrijan
su grado de asimetria, sino también que se reduzca el impacto de los valores extremos
(outliers) de las variables. En cualquier caso, y para reducir totalmente dichos valores
extremos (con las consecuencias negativas que los mismos tienen en el proceso de
agregacion de variables), la totalidad de las variables son sometidas a un proceso de
“recorte” de las colas de sus distribuciones respectivas. Este “recorte” consiste en
calcular los percentiles 2,5 y 97,5 y en sustituir todos los valores de la variable que

superen el percentil 97,5 por el valor de dicho percentil y todos los valores que se sitden
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por debajo del percentil 2,5 por el valor de este Gltimo percentil. Es evidente que este
recorte cambia la distribucién de la variable y perjudica (o beneficia, segin el caso) a

aquellas unidades de anélisis que tengan varios valores extremos”.

Una vez obtenidos los valores normalizados “recortados” (Z;), el valor de cada
indicador se obtiene como una suma ponderada de los valores Z; de las variables que lo
componen, es decir:

p
I, =D w,; Z; parar=12,...,21
=1

siendo p el nimero de variables que componen el r-ésimo indicador. El coeficiente de

ponderacion w; es el mismo para la totalidad de las variables que forman el indicador.

Finalmente, el ESI es, simplemente, la suma igualmente ponderada de los 21
indicadores:

21
ESI, =) o, I,
r=1

Al objeto de facilitar la comparacion entre los diferentes paises, los valores ESI, se

convierten en el percentil normal estandar, que toma valores comprendidos entre 0 y
100.

Como se puede apreciar, la metodologia utilizada en la construccion del ESI considera
la misma ponderacién para todas las variables que componen cada indicador y para
todos los indicadores que forman el indice sintético final. En este sentido, es importante
sefialar que los autores del indice reconocen que “cuando el objetivo es disefiar el mejor
indice posible, es importante considerar las técnicas estadisticas mas avanzadas”. Pero,
cuando la transparencia y la facilidad de interpretacion por no expertos es lo prioritario,
la metodologia del ESI es una alternativa valida y atil (ESI, 2005: 65-66).

3.3. El indice Sintético de Desarrollo Sostenible (Synthetic Index of Sustainable
Development, SISD)

> En cualquier caso, los autores del ESI justifican el uso de este “recorte” en el hecho de que el mismo
afecta a un porcentaje minimo de los datos y que, en consecuencia, sus beneficios superan ampliamente a
sus inconvenientes.
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A partir de la base metodoldgica del ESI, Gonzalez et al (2004) proponen un indice
sintético de desarrollo sostenible (SISD), que modifica ligeramente el proceso de
calculo del indice final. Tras normalizar y recortar las 78 variables que sirven de base
para la construccion del SISD, el valor de cada indicador (se consideran 2 indicadores
para la dimension econdmica de la sostenibilidad; 2 para la dimension institucional; 3
para la dimension medioambiental; y 6 para la dimension social) se calcula mediante la

media simple de los valores Z; de las variables que componen cada indicador®.

Finalmente, la Gltima fase de obtencion del SISD se lleva a cabo de la siguiente
forma (Gonzélez et al, 2004: 97):

“a) Transformar los valores de la variable tipificada (...), de forma que puedan
comprenderse y compararse. Para ello el z-score de cada indicador se
convierte en el percentil normal estandar, con valor tedrico comprendido
entre 0y 100.

b) Calcular los valores de los percentiles de cada componente o dimension del
SISD (econdmica, institucional, medioambiental y social) media la media

ponderada de los percentiles calculados para los indicadores.

¢) Por Gltimo, el valor del indice SISD se obtiene a través de la ponderacion
de la media de los percentiles calculados para cada una de las dimensiones

0 componentes del indice.”

Los resultados obtenidos tras su aplicacion al analisis de la sostenibilidad en las
Comunidades Auténomas espafiolas permiten a los autores del SISD asegurar que se
trata de un instrumento valido para analizar y comparar la sostenibilidad entre diversos
territorios, tanto de forma estatica como dinamica, a traves del analisis de la evaluacion

de los valores de la misma y de sus componentes para cada territorio.

4. Propuesta de un indice sintético de sostenibilidad turistica mediante modelos
factoriales: el ST INDEX

Recogiendo los aspectos metodoldgicos més interesantes de las anteriores propuestas
para el desarrollo de un indice sintético, se presenta seguidamente una propuesta de

¢ Cada indicador est4 compuesta, a su vez, por varios subindicadores, los cuales estan formados por varias
variables. Para conocer como se articulan las variables, los subindicadores, los indicadores y las
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disefio de un indice sintético de sostenibilidad turistica, que hemos bautizado con el

nombre de ST INDEX (acronimo de Sustainable Tourism Index).

Para ello, el punto de partida seran las cuatro grandes dimensiones de la sostenibilidad,
es decir, la dimension social, la dimension medioambiental, la dimensién econémica vy,
finalmente, la dimensién institucional. Para cada una de estas cuatro dimensiones, se
consideraran un total de n, (para k = 1 a 4) indicadores iniciales. Dada la diferente
naturaleza de estos indicadores y las diferentes escalas de medida en que los mismos
pueden venir expresados, el primer paso serd normalizar todos estos indices de forma
similar a como se realiza en el Monitor de Competitividad del WTTC, es decir: dado el

indicador de sostenibilidad X ;, el valor que el mismo alcanza para el destino turistico i,
X; se transformara en el valor normalizado y;, si el sentido de la sostenibilidad es

directo (es decir, a mayor sostenibilidad, mayor valor del indicador), a través de la

siguiente expresion

x; —min(x; )

e max(xij )— min(xij)

empleandose, por el contrario, la siguiente expresion si el sentido de la sostenibilidad es
inverso (menor valor del indicador implica grado mayor de sostenibilidad):

max(xij )_ Xij

e max(xij )— min(xij)

De esta forma, se garantiza un recorrido de los valores estandarizados y; entre 0y 1, de

forma que, cuanto méas se aproxime a 1 dicho valor, mayor grado de sostenibilidad

turistica poseera el destino i.

Seguidamente, para cada dimension de la sostenibilidad, se utilizara un modelo de
analisis factorial comun para determinar la ponderacion de cada indicador parcial en la
obtencidn de un indice agregado. De esta forma, y admitiendo el caracter latente de cada

dimension, los coeficientes de ponderacion ¢; vendran dados por la correlacion

existente entre cada indicador parcial normalizado y la dimension latente que explica el

dimensiones de la sostenibilidad, puede consultarse Gonzalez et al (2004).
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mayor porcentaje posible de varianza de dichos indicadores (esto es,¢;=a,; siendo
a;, el coeficiente de correlacion entre el indicador normalizado Y; y el primer factor

comun extraido). Asi, por ejemplo, el indice agregado de la dimensién social de la
sostenibilidad turistica vendria dado por la siguiente expresion:

Iy =a,Y, +0,,Y, +-+ ocnlenk

Con este sistema de ponderaciones, se garantiza que los indicadores mas
correlacionados con la dimension social de la sostenibilidad turistica tengan mayor peso

en el calculo del correspondiente indice agregado.

En el caso de que el primer factor explique un escaso porcentaje de las varianzas de los
indicadores que formardn el indice agregado sera necesario considerar factores
adicionales. La consideracion de mas de un factor comun introduce la necesidad, en la
mayor parte de los casos, de una rotacién factorial’ que garantice que cada indicador
esté altamente correlacionado Gnicamente con uno de los factores extraidos. Cuando se

lleve a cabo una rotacion factorial, los coeficientes de ponderacion ¢ ; se obtendran de la
matriz de cargas factoriales rotadas (matriz de coeficientes 8, , para j=1,2,...,n, y

para r=12,...,m), por lo que, si se considera un total de m factores comunes, se

obtendrian las siguientes expresiones intermedias:

Gl =BllYl +leY2 +"'+B Y

ne1%ng

G, =By,Y; +BpY, +--+ B, 5Y

N2 ' ng

G =BinY: +Bon Yo+ + B, oY

nem ' ny

A partir de las expresiones anteriores, el indice agregado para la dimensién social de la

sostenibilidad turistica se obtendra de la siguiente forma:

I =0,G, + 0,6, + 0,6, +--+ 0,,G,

" El método de rotacion més utilizado en la practica es el método varimax normalizado, que garantiza que,
una vez rotados, los factores extraidos seguiran siendo mutuamente ortogonales, como lo son los factores
antes de la rotacion.
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*

donde o, = A ;parai=12,...,m, siendo X, (i=12,...,m) el autovalor asociado al

0

i=1

factor comdn rotado G; .

Puesto que los valores de estos indices agregados pueden ser tanto positivos como
negativos, al objeto de facilitar la interpretacion de los mismos y, sobre todo, de
permitir un analisis comparativo entre destinos turisticos, el indice agregado obtenido
sera transformado mediante la funcién de Casalmiglia (1990), que viene dada por la

siguiente expresion:

1+Eexp(ls) silg <0
2

k—ﬂexp(—ls) silg >0

2

S =

De esta forma, el nuevo indice transformado, S, tomara siempre valores comprendidos

entre 0 y k (un valor de k especialmente interesante a efectos de interpretacion es el
valor 100).

Una vez obtenidos los indices agregados transformados para las cuatro dimensiones de

la sostenibilidad turistica, Sy, S,,, Sg e S, se puede recurrir a un analisis factorial

confirmatorio (como proponen Gooroochurn y Sugiyarto, 2005) para cuantificar el peso
relativo de cada dimension en la medida de la sostenibilidad turistica, siempre y cuando
el nimero de destinos turisticos analizado sea suficientemente grande. De esta forma, y
una vez estimados los correspondientes coeficientes, el indice sintético de sostenibilidad

turistica que proponemos (el ST INDEX) vendria dado por la siguiente expresion:

ST, =, Sg +®,S,,; + ©,Sg +©,S,

B 4
donde o, =— ‘ , para k =1,2,3,4 y verificandose que Zco4 =1.
Z ﬁ k=1
k
k=1

Como complemento al disefio propuesto, es interesante determinar hasta qué punto los
resultados obtenidos con cada uno de los indices sintéticos transformados y, a partir de

ellos, con el indice sintético ST INDEX son congruentes con los indicadores
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normalizados de sostenibilidad turistica Y; obtenidos en el primer paso del disefio

propuesto. Para ello, se calculard primero la matriz My, que computaré las distancias
euclideas cuadradas entre cada par de unidades turisticas analizadas considerando

unicamente los n, indicadores de sostenibilidad utilizados para cuantificar esa

dimension concreta de la sostenibilidad turistica, empleando para ello la siguiente

expresion:
m, = i(yrj —y, J parar,s=12,...,w
j=1

Si se consideran un total de w destinos turisticos, la matriz My sera una matriz cuadrada
y simétrica de orden w. Seguidamente, se calculara la matriz Sy, que cuantificara la
distancia entre unidades turisticas respecto al indice agregado de la dimension de la
sostenibilidad que se esté considerando. Asi, por ejemplo, los elementos de la matriz S,
que es también una matriz cuadrada y simétrica de orden w, se calcularan de la siguiente

forma si se esta considerando la dimension social de la sostenibilidad turistica:
2
s, =(Sg, — S, )’ parar,s=1,2,...,w

Pues bien, la correlacion existente entre los elementos de ambas matrices se puede
utilizar como indicador del grado de coherencia de los indicadores calculados. De esta

forma, si esta correlacion r,,., es elevada se podra concluir que el indice agregado de la

dimension social de la sostenibilidad S esta correctamente construido puesto que esta

altamente relacionado con los indicadores utilizados para cuantificar dicha dimension.
5. Conclusiones

La construccion de indices sintéticos se percibe como una solucién ideal, aunque no
exenta de critica, para el andlisis de la sostenibilidad, toda vez que la realidad
multidimensional que contempla este paradigma dificulta su percepcion desde una sola
Optica. Asi, el ST INDEX, cuyo disefio se ha presentado en este trabajo, viene a
responder a esta necesidad de analisis multidimensional, permitiendo normalizar los
diferentes indicadores utilizados hasta ahora y las distintas escalas de medida en que

estan expresados.

23



La metodologia presentada contempla la consideracion del caracter latente de la
cuadruple dimension de la sostenibilidad utilizando un modelo de analisis factorial
comun para determinar la ponderacién de cada indicador parcial en la obtencion de un
indice agregado. De esta manera, se garantiza que los indicadores méas correlacionados
con cada una de las dimensiones tengan mayor peso en el posterior calculo del indice

agregado.

Ademas, se ha propuesto el célculo de un indicador del grado de coherencia de los
indices calculados que permitira determinar si éstos estan bien construidos, lo asegura la

correcta aplicacion del ST INDEX.

El proximo paso, en el que trabajan actualmente los autores de este trabajo, sera la
aplicacion del ST INDEX para el analisis de diferentes tipologias de destinos turisticos,
a fin de validar la metodologia propuesta y la coherencia de los resultados obtenidos.
Esta tarea permitira, ademas, mejorar en un futuro el indice propuesto. De hecho, ya

pueden adelantarse algunos de los retos que se estan afrontando:

a) Tratamiento de los datos perdidos (missing data): la metodologia expuesta presupone
la existencia de datos para la totalidad de indicadores y de destinos turisticos analizados.
Sin embargo, en muchas ocasiones los datos no estan disponibles, lo que obliga a
desarrollar una metodologia para el tratamiento de los datos perdidos, puesto que, de lo
contrario, habria que prescindir tanto del indicador como del destino turistico al que se

refiera ese dato perdido.

b) Dinamizar la metodologia: el ST INDEX es un indice sintético de caracter estatico,
en el sentido de que ofrece una vision de la sostenibilidad turistica referida a un unico
periodo de tiempo (normalmente, a un afio). Pero es interesante arbitrar mecanismos que
permitan establecer comparaciones intertemporales. Otra cuestion preocupante es la
relativa a los cambios en las ponderaciones en los distintos afios, es decir, hasta qué
punto las ponderaciones son estables en el tiempo o, por el contrario, son relativamente

volatiles.

c) Posibilidad de combinar este método, en las diferentes dimensiones de la
sostenibilidad, con los planteamientos de los modelos PSR o DPSIR, que parecen ser
los generalmente méas aceptados para explicar las relaciones de causalidad en la

sostenibilidad. Asi, por ejemplo, el “Sistema Espafiol de Indicadores Ambientales de
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Turismo” incluye 27 indicadores que se ajustan a cada componente de los modelos
anteriores, pero no especifica a qué dimension concreta de la sostenibilidad (social,

medioambiental, econdmica o institucional) se refieren.
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Resumen

Este trabajo, presenta dos formas para obtener los umbrales del Indice de Consistencia Geométrico (Geometric
Consistency Index, GCI) asociados con los de la correspondiente Razon de Consistencia (Consistency Ratio, CR). El
primero proporciona para el caso n=3 los umbrales del GCI de una manera exacta, utilizando para ello las relaciones
analiticas existentes entre las dos medidas de inconsistencia (umbrales exactos). El segundo proporciona en un caso
general (n = 3...16) los umbrales para el GCI mediante un estudio de simulacién (umbrales empiricos).
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Abstract

This paper, dedicated to obtaining the thresholds for the Geometric Consistency Index (GCI) associated
with the corresponding of the Consistency Ratio (CR), presents two ways to derive these values. The first,
Exact Method, provides in an exact way for the case of n=3, the thresholds for the GCI by using the
derived analytical relation between the GCI and the CR (exact thresholds). The second, Empirical
Method, provides in a general situation (n = 3,...,16) the thresholds for the GCI by way of a simulation
study (empirical thresholds).
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1. Introduccion

Uno de los aspectos o propiedades mas destacados a la hora de comparar las diferentes
Técnicas de Decision Multicriterio, es la posibilidad de evaluar el grado de consistencia
que tiene el decisor, en general los actores participantes en el proceso de toma de
decisiones, a la hora de incorporar sus preferencias en el modelo utilizado para la

resolucion del problema.

En este sentido, el Proceso Analitico Jerarquico (AHP) propuesto por Thomas Saaty
(Saaty, 1977, 1980) es una técnica de decisiébn multicriterio que permite evaluar la
consistencia del decisor al emitir los juicios correspondientes a los elementos de las
matrices reciprocas de comparaciones pareadas a través de las cuales incorpora al

modelo su estructura de preferencias.

Dada una matriz reciproca de comparaciones pareadas Anx, = (a;), entendemos por

consistencia la transitividad cardinal de los juicios de la esto es:
qa, =a i, j,k=1.n

Saaty sugirio que, cuando se usa el método del vector propio principal (EVM) como
procedimiento de priorizacion, una medida de la inconsistencia podia ser capturada por

el Indice de Consistencia:

n-1

Finalmente, para estandarizar dicho valor, se construye la Razon de Consistencia (CR),
obtenida como el cociente entre Cl y el Random Index (RI) que no es sino el valor
esperado de la Razén de Consistencia para cada valor de n*:

CR A —n

max

C= =
RI(n) RI(n)(n-1)

Las prioridades obtenidas a partir de la matriz de juicios son admitidas si el valor de RC
es inferior al 10% (5% y 8% para matrices de orden 3 y 4 respectivamente). En caso

contrario, es preciso realizar una revision de los juicios (Saaty, 1994).

! El Random Index se define como la esperanza de la Razon de Consistencia cuando los juicios de la
matriz siguen distribuciones discretas uniformes en los valores {1/9, 1/8,...,.1/2, 1, 2, ...8, 9}



Aunque el EVM es el procedimiento de priorizacion empleado habitualmente en AHP,
en los ultimos afios, debido a sus propiedades analiticas y sicologicas (Barzilai y
Lootsma, 1997; Bruga, 2000; Aguaron y Moreno, 1999; Escobar y Moreno-Jiménez,
2000), estd empezando a extenderse la utilizacion del Método de la Media Geométrica
por Filas (RGMM) que proporciona (salvo factor de normalizacion) las prioridades de

ull

Aguardén y Moreno (2003) proponen el Indice de Consistencia Geométrico (GCI) para

las alternativas como

medir la inconsistencia cuando se emplea el RGGM como método de priorizacion:

e 1)<n 022 T mn-g 2 o’

I<j

Ademas, Aguarén y Moreno (2003) demuestran que, cuando la inconsistencia es baja,
se puede utilizar una aproximacion lineal entre la Razon de consistencia de Saaty y el
Indice de Consistencia Geométrica. A partir de esta relacion lineal se obtiene unos

umbrales aproximados para el CGI equivalentes a los del CR:

Tabla 1. Umbrales aproximados del GCI

CR 001 005 01 0.15

GCI(n=3) 0.0314 0.1573 0.3147 0.4720
GClI (n=4) 0.0352 0.1763 0.3526 0.5289
GCl (n>4) ~0.037 ~0.185 ~0.370 ~0.555

Cuando la inconsistencia aumenta, dicha relacion no es bastante precisa y proporciona
ligeras sobreestimaciones de los verdaderos umbrales, debido a la concavidad de la
relacion real entre ambas medidas. Para establecer estos umbrales de una forma mas
precisa, en este trabajo presentamos dos aproximaciones: la primera es valida
exclusivamente para el caso n = 3, y proporciona el umbral exacto para el CGI asociado
con cualquier valor del CR de Saaty empleando una expresion cerrada; en la segunda

proporcionamos los umbrales por medio de un estudio de simulacién.

La expresion exacta se ha obtenido exclusivamente para n=3. Sin embargo, hemos
incluido este resultado por la importancia del caso, debido a sus caracteristicas practicas
y matematicas. Muchas de los aplicaciones reales incluyen en su nivel mas general de la

jerarquia tres elementos o de nodos (por ejemplo, criterios econémicos, sociales y



ambientales). Ademas, para n = 3, las prioridades obtenidas con el método de EGV vy el
método RGMM coinciden.

Para n > 3, no hemos podido obtener expresiones cerradas para la relacion entre el GCI
y el CR. Incluso, en muchos casos no estd garantizada la relacion biunivoca entre
ambas, como probaremos en este trabajo. Por ello, hemos desarrollado un estudio de
simulacion generando 1.200.000 matrices reciprocas, calculando los correspondientes
GCIl y CR. A partir de estos pares de valores (GCI, CR), hemos estimado para n=3,...,
16, los umbrales del GCI asociados a ciertos valores del CR.

La estructura del es la siguiente: la seccidn 2 presenta el método exacto para el caso de
n=3; la seccién 3 incluye el método empirico y, finalmente, la seccion 4 recoge las

conclusiones mas importantes del trabajo.

2. Umbrales exactos para el GCI
Para obtener de manera precisa los umbrales del GCI asociados con cualquier valor del

CR, comenzamos obteniendo, para el caso n=3, la relacion exacta entre ellos.

Lema 1l Paran=3 se cumple
GCI =3[acosh(CR x RI (3) +1) |2

DEMOSTRACION. Si n=3, los dos procedimientos de priorizacion proporcionan el mismo
vector de prioridades y, por lo tanto, la misma matriz de residuos. Ademas, esta matriz

tiene la forma:

1 a 1/a
1/a 1 a
a lla 1
_ _ _ _ ) a+l/a-2
Las dos medidas de inconsistencia son: GCI =3log“a y CR = T(C%)

y el CR se puede expresar como

=LF(a+1/a)—l} =
RI(3) 2

1
R [cosh(loga) —1]

de donde loga= arccosh(CRx RI (3)+1) y, despejando loga de la expresion del GCI,

obtenemos GCI = 3[acosh(CR x RI(3) + 1) #



A partir de esta relacion, los valores exactos del GCI asociados a los correspondientes
valores del CR vienen indicados en la Tabla 2. Como se puede observar en la Figura 1,

esta relacion es aproximadamente lineal.

Tabla 2. Umbrales exactos del GCI para n=3

CR 0.01 0.03 0.05 0.08 0.10 0.15 0.20 0.25
GCI 0.0314 0.0942 0.1566 0.2500 0.3199 0.4660 0.6187 0.7701

b .5

2,

1.5

1,

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1. Valores del CR y GCI para n=3

A pesar de la limitacion de este resultado, valido solamente para n = 3, su importancia
practica y el hecho de que las prioridades obtenidas por con el método EVM coinciden

con las obtenidas con el RGMM, resulta interesante su consideracion.

Lema 2 Paran =4y a>0, las dos matrices Ay B siguientes

1 a 1 1/a 1 b b b
|l/a 1 a 1 B - /b 1 c 1llc
1 1l/la 1 a 1/b 1l/c 1 c
a 1 1l/a 1 /b ¢ 1/c 1

donde b y c estan definidas por

b =1(l+a+£] @)
3 a

3b:1+c+1 (2)
b c

tienen el mismo CR y diferente GCI.

DEMOSTRACION. Ver Aguarén y Moreno 2007.



Lema 3 Para n>4es posible construir dos matrices reciprocas de orden n con el

mismo CR y diferentes GCI
DemosTRACION. Ver Aguarén y Moreno 2007.

3. Umbrales empiricos para el GCI
Para obtener los umbrales para el GCI con mayor precisién, hemos desarrollado tres
experimentos de simulacion diferentes, basados en 1.200.000 matrices simuladas y los

correspondientes pares (GCli, CRi) calculados a partir de ellas.

e EIl primero proporciona los valores tabulados para el GCI correspondientes a un
valor especifico del CR, una vez que éstos han sido ordenados. En este caso los

valores obtenidos se recogen en la Tabla 3.

Tabla 3. Valores tabulados del GCI para diferentes CR

CR

n 0.01 0.05 0.1 0.15 0.2
3 0.0314 0.1567 0.3120 0.4660  0.6187
4 0.0351 0.1729  0.3406  0.5071  0.6486
5 0.0369 0.1825 0.3457 0.5267  0.6659
6

7

8

0.0373  0.1815 0.3407 0.5224  0.6818
0.0373 0.1828 0.3586  0.5187  0.6919
0.0372  0.1818 0.3533  0.5107  0.6904

9 0.0371  0.1814  0.3494 05222 0.6734
10 0.0368 0.1780  0.3447 05157  0.6682
11 0.0367 0.1796  0.3469 0.5126  0.6684
12 0.0366  0.1784  0.3504 0.5070  0.6743
13 0.0365 0.1757  0.3513 0.5113  0.6649
14 0.0364 0.1771  0.3501 0.5115 0.6611
15 0.0363 0.1779 0.3470 0.4991  0.6578
16 0.0362 0.1772 0.3459  0.5067  0.6592

e EIl segundo proporciona los umbrales del GCI asociados con un valor dado para
el CR, a, como un promedio de las proyecciones del GCI sobre la recta

CR = acorrespondientes a los valores del CR en el intervalo [a—&,a+5]. Las

proyecciones vienen dadas por Géli _ Sel

a (ver Figura 2)
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Figura 2Proyecciones del GCI sobre la linea CR=a

A partir de estas proyecciones calculamos el minimo, maximo y promedio de los
valores G(fli asociados con los umbrales CR = a. Estos valores, para a =0.10
y 6 =0.001 se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4. Rangos del GCI para CR =0.10

n 0OBS MIN AVG MAX
4 535 0,3300 0,3396 0,3508
5 616 0,3341 0,3525 0,3673
6 689 0,3265 0,3527 0,3692
7
8

702 0,3250 0,3532 0,3680
694 0,3244 0,3519 0,3664

9 711 0,3259 0,3517 0,3648
10 680 0,3320 0,3491 0,3626
11 613 0,3299 0,3489 0,3613
12 594 0,3334 0,3478 0,3587
13 535 0,3325 0,3471 0,3577
14 539 0,3322 0,3463 0,3572
15 411 0,3341 0,3458 0,3557
16 384 0,3352 0,3456 0,3555

e Finalmente, en el tercer experimento calculamos los umbrales a partir de los
coeficientes de regresion estimados para los pares (GCli, CRi) con

CR; e [a—5,a+5]. Como se puede ver, por ejemplo en el caso CR=0.10, los

coeficientes de regresion son muy cercanos (ver ) para pequefias modificaciones
de 5 (Tabla 5).



Tabla 5. Regresiones entre GCI y CR entorno a CR=0.1

0.09-0.11 0.08-0.12
n N m r2 N m r2
3 3309 3.120 1.000f 6589 3.120 1.000
4 5039 3.401 0.983 10177 3.400 0.995
5 6211 3.522 0911 12357 3520 0.974
6 6875 3.531 0.898 13745 3530 0.969
7 6854 3.526 0.918 13770 3.522 0.974
8 7044 3518 0.932] 13876 3.515 0.979
9 6844 3513 0.949 13622 3509 0.985
10 6888 3.495 0.960] 13643 3.491 0.988
11 6674 3.489 0.969 13624 3.484 0.990
12 6498 3.479 0973 13718 3.475 0.992
13 6132 3473 0978 13740 3.469 0.993
14 6138 3.465 0.981] 14168 3.462 0.994
15 5633 3.459 0.983] 14040 3.456 0.995
16 5498 3.454 0.985 14557 3.450 0.996

De forma similar hemos obtenido los umbrales empiricos para el GCI asociados

con diferentes valores del CR. Estos resultados se pueden ver en la Tabla 6

Tabla 6. Umbrales empiricos para el GCI

CR 0.01 0.05 0.1 0.15 0.2
GCI (n=3) | 0.0314 0.1567 0.3120 0.4660 0.6187
GCl (n=4) | 0.0351 0.1729 0.3406 0.5071 0.6486
GCl (n>4) | ~0.037 ~0.176 ~0.330 ~0.480 ~0.637

4. Conclusiones

El empleo del método de la Media Geométrica por Filas (RGMM) presenta ventajas con
respecto al clasico método del vector propio (EVM), especialmente desde el punto de
vista de sus propiedades analiticas y operativas. Sin embargo, su uso estaba limitado por

la falta de una medida de la inconsistencia acode con la naturaleza del método.

La propuesta del Indice de Consistencia Geométrico ha permitido evaluar dicha
inconsistencia, pero el establecimiento de umbrales adecuados para esta medida se
limitaba al empleo de una relacion aproximada entre las dos medidas, CR y GClI,

(Aguaron y Moreno 2003).

En el presente trabajo hemos obtenido los umbrales exactos para el caso n=3 y hemos
demostrado que para n>3 no existe una relaciéon exacta (ni siquiera Unica) entre ambas
medidas. No obstante, para estas situaciones se ha determinado empiricamente los

umbrales promedios del GCI equivalentes al CR. Ademas, se ha observado que el



intervalo de variacion del GCI es muy pequefio, por lo que se pueden dar por buenos los
umbrales obtenidos y, en consecuencia, es posible medir la inconsistencia de una forma

analoga y equivalente a la realizada con el CR.
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Resumen

Mediante la regla de votacion de Borda cada elector asigna puntuaciones escalonadas y descendentes a los candidatos
de manera correlativa a su mayor o menor mérito. De esta forma, si hay n alternativas en litigio, la mejor valorada
obtiene n-1 puntos, la segunda opcidn n-2, puntos, y asi sucesivamente hasta llegar al peor candidato, que recibe 0
puntos. Las puntuaciones individualmente otorgadas se suman para determinar una evaluacion colectiva que decide el
ganador (o ganadores, en caso de empate).

Sobre el método de Borda, que ha generado una extensa literatura en el marco de la Teoria de la Eleccion Social,
siempre se ha debatido la siguiente pregunta: ;Por qué tales ponderaciones (nimeros naturales) y no otras? En el
presente trabajo se realiza una valoracién critica de las respuestas que ha suscitado la cuestion de la posible
arbitrariedad del espectro de puntuaciones empleado: desde los alegatos “filoséficos” del propio Borda (1770) y
Laplace (1795) utilizando supuestos estadisticos de equiprobabilidad, o la apologia que del método realiza Morales
(1797, 1805) como manera id6énea de “calcular la opinién”, pasando por argumentos mas recientes, con método
axiomatico, como los realizados por Goodman — Markowitz (1952) y culminados por Young (1974, 1975), o la
“justificacion parcial” proporcionada por Black (1976), hasta los tratamientos métricos de Cook — Seiford (1982) (a
partir de de Kendall (1962)) y Farkas — Nitzan (1979), o las aproximaciones con metodologia DEA, para llegar por
fin la defensa de Saari en numerosos trabajos con técnicas de tipo geométrico que, hoy por hoy, le han convertido en
el méaximo valedor de la regla de Borda como procedimiento 6ptimo de decision colectiva.

Palabras clave: método (regla) de Borda, regla de puntuacion, ponderacion (peso), discretizacién.

Abstract

Under the Borda voting rule each voter assigns equidistant descending scores to candidates by order of merit. In this
way, if there are n alternatives, the best of them obtains n-1 points, the second best n-2 points, and so on, up to the
worst candidate, which is given 0 points. These individual values are added up in order to determine a collective
outcome, the highest scored alternative(s) being the winner(s).

Concerning the Borda count, which has provided a wide literature in Social Choice Theory, a question has arisen,
even from Borda’s times: Why such range of scores (positive integer numbers) instead of other possible choices?
This paper critically surveys the answers to the subject of arbitrariness of weights appearing in the Borda count.
Firstly, the “philosophical” arguments by Borda (1770) himself and Laplace (1795), taking into account statistical
hypotheses of equiprobability, or the apology by Morales (1797, 1805) considering the Borda count as the
appropriate way to “calculate the opinion”; in second place, more recent approaches with axiomatic method such as
those proposed by Goodman — Markowitz (1952) and more successfully by Young (1974, 1975), or the “partial
justification” provided by Black (1976); then, metric treatments by Cook — Seiford (1982) (coming from Kendall
(1962)) and Farkas — Nitzan (1979), or within the DEA context; finally, Saari’s defence with geometric techniques
considering the Borda rule as the optimal method in collective decision making.

Key words: Borda count (rule), scoring rule, weight index, discretization.



1. Introduccién

En 1770 el chevalier Jean-Charles de Borda, un reputado ingeniero militar y oficial de
marina con aportaciones a la dindmica de fluidos y al perfeccionamiento de
instrumentos nauticos y cartograficos', expuso ante la Academia de Ciencias de Paris
una memoria ajena a sus intereses cientificos primordiales, pero que, en buena medida,
le ha reportado su fama pdstuma. En calidad de miembro de la citada institucién, Borda
habia constatado que el método de pluralidad empleado para elegir a los nuevos
miembros entre los aspirantes a las distintas secciones (Mecanica, Astronomia, etc.)
podia tener efectos perversos®. Por ello, redactd una propuesta justificada de enmienda
de tal procedimiento de seleccion, propugnando en su lugar el que hoy lleva su nombre,
que seria implantado en la Academia desde 1796 hasta 1804, fecha en que dejé de ser
utilizado por indicacién expresa de Napoleon®.

Condorcet parafrased como sigue el metodo de Borda, para criticarlo a su vez (citamos
por la traduccién® de Lépez de Pefialver [1799] (1992, p. 57)):

“Por aqui puede verse el objeto que se propone el Sefior Borda, que es
graduar el mérito por el numero de votos que tiene cada sujeto, dando
cierto valor a los votos respecto de los lugares en que se dan. Asi,
suponiendo que el voto en ultimo lugar valga cierta cantidad, y que el voto
en penultimo lugar valga dicha cantidad mas otra que llamaremos P,
supone que el lugar precedente valdré dicha primera cantidad mas 2 veces
P; que el otro lugar inmediato valdra dicha cantidad mas 3 veces P, y asi

sucesivamente.

! Especial atencién merece su circulo repetidor, que tuvo un papel primordial en la implantacién del
sistema métrico decimal.

2 Sobre los defectos en que incurre la regla de pluralidad, véanse la propia memoria de Borda
[1770](1784) o Morales (1797). Un andlisis critico méas reciente (pues es aln usada hoy en dia en
numerosos contextos decisionales) aparece en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2000).

% Curiosamente, en 1997 Napoledén habia sido elegido miembro de la seccién de Ciencias Fisicas y
Matematicas, subseccion de Artes Mecénicas, mediante el método de Borda.

* Entre 1798 y 1799, se editaron en castellano las Cartas a una Princesa de Alemania sobre diversos
Temas de Fisica y Filosofia, obra de divulgacién de Leonhard Euler, en traduccion de Lopez de Pefialver.
Esta version incorpora la apostilla, que Condorcet incluyd en su edicion de la obra de Euler, en la que el
autor francés resefia la Memoria que Borda presentd ante la Real Academia de Ciencias de Paris, donde
éste defendia su método de votacion con puntuaciones.



De esta manera para hallar la cantidad de opinion, como los valores antes
sefialados a los lugares solo son relativos y pueden suponerse iguales a la
unidad, se multiplicara el nimero de votos en altimo lugar por 1, el de los

penultimos por 2, el de los que siguen por 3, y asi sucesivamente”.

Lo prolijo de la cita (muy en el estilo de la época) queda compensado por su innegable
interés historico y cientifico. Efectivamente, en la citada exposicion se consideran
distintos juegos de ponderaciones o pesos para implementar la regla de Borda (si bien
equivalentes, en el sentido de que todos determinan la misma decision colectiva), cuyo
espectro, desde su misma propuesta hasta nuestros dias, ha sido cuestionado por su

presunta arbitrariedad®.

En el presente trabajo se hace un repaso critico de las justificaciones de tal rango de
puntuaciones empleadas en la regla de Borda. Asi, en la Seccién 2, se enuncian los
razonamientos del propio Borda o de Laplace, quienes preestablecen equidistribuciones
de valores a asignar con criterios probabilisticos o estadisticos. Asi mismo, se expone
un argumento alternativo de Borda (secundado independientemente por Morales) que
basa las puntuaciones otorgadas en una forma compacta de tener en cuenta
simultaneamente todas las victorias por mayoria simple en las comparaciones por
parejas de las alternativas. A continuacion, en la Seccion 3, se exponen distintas
justificaciones axiomaticas del método, en las que diversas combinaciones de
propiedades deseables desde supuestos ético-democraticos determinan que la Unica
regla de votacion® que las satisface es justamente la de Borda. En la Seccidn 4 se trata
su redescubrimiento por Kendall y desarrollos ulteriores basados en tratamientos
métricos y de cercania al consenso, asi como con metodologia DEA. La panoramica
presentada culmina en la Seccién 5, donde se esboza el razonamiento de tipo
geométrico con el que Saari se ha manifestado recurrente e incontrovertiblemente a
favor de dicha regla. Por fin, se concluye el trabajo con algunas consideraciones y

posibles extensiones del marco de preferencias utilizado.

® Es inmediato verificar que, para una misma situacion preferencial, el ganador puede depender del juego
de ponderaciones utilizado. En Stein — Mizzi — Pfaffenberger (1994) se analiza mediante una condicién
de dominancia la posibilidad de que una alternativa sea ganadora cualquiera que sea el sistema de
puntuaciones utilizado.

A lo largo del texto se emplearan recurrentemente los conceptos de regla de votacion, funcién de
bienestar social y funcién de eleccion social, para cuyo significado y diferencias segun autores remitimos
a Taylor (2005, pp. 7-8).



2. Borda, Laplace, Morales: apologias’ del método

Aunque se suelen datar los origenes de la regla de Borda a finales del siglo XVIII, estos
deberian retrotraerse varios siglos mas si tenemos en cuenta que Nicolas de Cusa, en el
libro 11l de su obra De Concordantia Catolica, publicada en 1434, ya discute en un
contexto electoral un método que es justamente el de Borda, con puntuaciones
individuales escalonadas, desde la unidad hasta el nimero total de candidatos, asignadas
a los mismos de forma secreta®. Esta es la razén por la que McLean — Urken (1995, pp.
24) han reivindicado su prioridad y sugerido que deberia hablarse de “regla de Cusa”,

en vez de “regla de Borda”.

Sin embargo Cusa se preocupd mas de aspectos meramente procedimentales que del
trasfondo del método, al contrario que Borda. Y es que, si bien la memoria de este
altimo, un texto breve y programatico, tiene fines eminentemente pragmaticos
(implementar un método idéneo para ser usado en el seno de la Academia de Ciencias
de Paris), su incisién y aguda vision del problema electoral le ha hecho merecer un

destacado puesto en la historia de la Teoria de la Eleccién Social.

Borda [1770] (1784, p. 659), como ya se ha indicado, postula una cardinalizacion
equidistante del ordenamiento de alternativas utilizando lo que Black (1958, p. 182) ha

denominado “teoria de probabilidad a nivel de sentido comun”:

“Digo que el grado de superioridad que este elector concede a A sobre B
debe considerarse el mismo que el que otorga a B sobre C. En verdad, ya
que el segundo candidato B es igualmente susceptible de todos los grados de
mérito entre los de los otros candidatos A y C, no hay razén para sostener
que el elector que ha decidido este orden de los 3 candidatos haya deseado

colocarle més cerca de A que de C.”

Las cursivas son nuestras, e indican una de las criticas de Condorcet al método de Borda
(véase Lopez de Pefialver [1799] (1992), p. 59):

" Empleamos esta palabra en su significado de defensa o (auto)justificacion, que procede de su etimologfa
griega y se ha conservado mas en el ambito anglosajén que en el castellano (asi, por ejemplo, en la
célebre Apologia de Socrates de Platon o en A Mathematician’s Apology de Hardy).

8 El capitulo en el que Cusa expone su propuesta de la regla de Borda aparece traducido al inglés en
McLean — Urken (1995, pp. 77-78).



“En la resolucion de esta cuestion se supone que los grados de mérito o de
preferencia entre los candidatos son iguales y reputados por iguales en la
opinion de los censores. Esto admitiria bastante contradiccién, y las méas de
las veces no puede suponerse esta igualdad, a lo menos en la opinion de los
electores”.

También Grazia (1953) hace recaer una de las debilidades del razonamiento de Borda
en la cita anterior, toda vez que el argumento negativo de ausencia de informacion,

aunque puede tener sentido en el marco de la memoria,

“[...] no le faculta para justificar lo contrario [esto es, que los pesos asignados
deben ser exactamente proporcionales a las posiciones]. Y esto es exactamente lo

que Borda supone hasta el punto de distorsionar la escala electoral.”

Laplace di6 una justificacion estadistica mas sofisticada (aunque también controvertida,
como veremos) al requerimiento de Borda®. Es bien conocido el carécter eliptico de los
razonamientos de Laplace. Tanto es asi que, en ocasiones, sus palabras: “Es facil

7

comprobar...” requieren arduos calculos por parte del lector para comprobar la
veracidad de lo afirmado. Esto es exactamente lo que ocurre en este caso, en el que

Laplace [1819] (1987, pp. 114-115) sostiene:

“Supongamos que a cada elector se le da una urna conteniendo una infinidad
de bolas, por medio de las cuales poder matizar todos los grados de mérito
de los candidatos; supongamos ademas que saca de la urna un namero
proporcional a los méritos de cada candidato [...]. Pero las papeletas [en las
que solo se ordenan a los aspirantes] lo unico que indican es que el primero
tiene mas [bolas] que el segundo, el segundo que el tercero, y asi
sucesivamente. Suponiendo que [...] todas las combinaciones [...] son
igualmente admisibles, [...] si estos nameros son muy elevados, como es de
suponer que ocurra para que puedan expresar toda la gama de méritos, el

analisis mas elemental permite ver que los nimeros que han de ser escritos

% Aunque la cita de Laplace que sigue esta4 tomada de su Ensayo Filos6fico sobre las Probabilidades,
editado en 1819, segun Black (1958, pp. 181-182) los argumentos expuestos ya aparecian en 1795 en sus
lecciones impartidas en la Escuela Normal. Por otra parte, la citada obra esta compuesta sustancialmente a
partir del la Teoria Analitica de las Probabilidades, publicada en 1812. De hecho, la parte del Ensayo
sobre las votaciones en asambleas y comités reproduce las paginas prologales cx—xciv de esta Ultima
obra.



en cada papeleta al lado del ultimo nombre, del penultimo, etc., pueden ser

representados por la progresion aritmética 0, 1, 2, etc'®.”

Todhunter (1865, pp. 546-548) reconstruyd el “elemental” razonamiento sugerido por

Laplace para obtener la discretizacion indicada como sigue:

“Sean ti, ty,..., ty los méritos de los candidatos, empezando por el mas
meritorio [...]; el elector puede adscribir cualesquiera méritos a los
aspirantes, ordenados de tal forma que ninguno sea mayor que el

inmediatamente precedente, y a lo sumo con un valor a.
El valor medio del mérito del r-ésimo candidato sera:

[[]---tdtdt,...dt
[[]---dtdt,...dt

El registro de condiciones de integracién efectuado por Laplace no es

inteligible, y establece el resultado de integracion sin explicacion.”

Hasta aqui, todo esta esencialmente en Laplace, quien en el Libro 2, pp. 277-278, de su
Teoria Analitica de las Probabilidades, llega sin justificacion al valor
(h-r+da
n+1
el mismo que obtiene Todhunter apoyandose en los teoremas de cambio de variable y de
Lejeune-Dirichlet. De aqui se sigue que cada elector deberia asignar el nimero n al
candidato considerado el mejor, el nimero n-1 al siguiente, y asi sucesivamente,
resultando ganador el aspirante que obtenga mayor suma de puntuaciones. Es decir, se

reproduce exactamente el método propugnado por Borda.

Cabe sefialar que Laplace es consciente del sesgo que tomaria la eleccion idonea cuando
los agentes rebajasen estratégicamente el mérito de unos candidatos en favor de otros™.

19 En realidad Laplace escribe “1, 2, 3, etc.”. Sin embargo el matiz de traduccién, no contemplado en el
original, no incurre en error, pues ambas graduaciones, al diferir en una constante, proporcionan
esencialmente el mismo método. De hecho, algo parecido ocurrié con Morales (1797), quien emple6 la
escala 1,2,3,... para cambiarla en Morales (1805) por la secuencia 0,1,2,... por las razones que se
concretardn mas adelante.

' También Condorcet (1785), en su Discours Peliminaire, sin citar a Borda (hace alusion veladamente a
un “gedmetra célebre”) pero refiriéndose sin género de duda a su método, reputa a éste de cabalistico. Tal
vez se entienda mejor este comentario si se tiene en cuenta que en francés cabale tiene una acepcion de
“intriga 0 maniobra oculta”, de la que carece el término “cébala” en castellano. Cuando este punto débil le



Y también sefiala otra critica recurrente en la literatura que le ha sido hecha al método

de Borda: su susceptibilidad de seleccionar candidatos mediocres*?.

Daunou (1803) fue quiza el primero en cuestionar el razonamiento de Laplace, basado
en intensidades de preferencia, sobre método de Borda, pues ademas de los aspectos
estratégicos sefialados, segin su lectura se obtendria una escala de puntuaciones en

progresion geométrica y no aritmética. Esta es interpretacion la de Daunou®®:

“.Qué representan los numeros de Borda? Simplemente, segun el
ciudadano Laplace, que el primer candidato obtiene méas bolas que el
segundo, el segundo que el tercero, y asi sucesivamente. [...] Laplace
sefiala que cualquiera que sea el nimero de bolas que obtenga el primer
candidato en una papeleta dada, todas las combinaciones de numeros
menores que satisfagan las condiciones precedentes [i.e., los votantes
actian de buena fe y asignan las bolas de forma precisa] son igualmente
admisibles. Y él afade que ‘el nimero de bolas obtenido por cada
candidato se puede encontrar realizando el total de todos los numeros
asignados a él y dividiendo ese total por el ndmero total de
combinaciones’. O sea, que a cada candidato se le asignara el término
medio de los valores asignados respecto del candidato inmediatamente
superior. De manera que si el primer candidato obtiene [n=] 20, el segundo
tendra 10. En verdad, ya que a este segundo candidato se le asignaria
alguno de los términos de la serie del 1 al 19, que suman 190, y al dividirse
este valor por el niumero de combinaciones, que son 19, obtenemos 10
como cociente. [...] De manera similar serian n/4 para el tercer candidato,

n/8 para el cuarto, y asi sucesivamente”.

Para Black (1958, pp. 182-183) la justificacion estadistica de Borda — Laplace es
“insostenible” porque, al interpretar las puntuaciones otorgadas con un sentido
utilitarista, se llega a que “un votante considere los méritos relativos de dos candidatos

relacionados en alguna razon de tipo 5:4 6 6:1, o alguna otra. Pero podemos sentirnos

fue sefialado a Borda, éste contestd lacénicamente que su procedimiento sélo era valido para ser utilizado
por hombres honorables (Black (1958, p.182).

12 Aunque el defecto puede devenir virtud, denominada en este caso “respeto por la media”. VVéase a este
respecto Black (1958, p. 56), quien afirma que “el candidato que debe ser elegido es el mejor situado, por
término medio, en las relaciones de preferencias de los votantes”.



bastante seguros de que la mente humana no opera de esta forma”. Ademas, sefiala
Black, se incurre en el problema de la “comparacion interpersonal de utilidades™*”. Por
su parte, Saari (1995, p. 20) tacha tal explicacion de “filosofica” e “insatisfactoria”. De
hecho, son varios los autores que coinciden en que el enfoque probabilistico dado a la
Teoria de la Eleccion Social por Condorcet y Laplace en buena parte ha lastrado el
desarrollo de la disciplina en Francia hasta su renacimiento, ya avanzado el siglo XIX,

en el ambito anglosajon.

No obstante, un tratamiento estadistico a la Laplace, que llena las lagunas explicativas
de éste con herramientas formales modernas, ha sido retomado en Tanguiane (1991, pp.
80 y ss.) y Tangian (2000), quien obtiene las puntuaciones Borda normalizadas como
los valores medios esperados (0 esperanza matematica) de un vector n-dimensional
aleatorio equidistribuido en el intervalo unidad™. Asi mismo, Tangian (2000) sostiene
que las puntuaciones enteras del método de Borda representan las utilidades cardinales
de los agentes (sus “estimaciones latentes”) de manera suficientemente adecuada, de
modo que para electorados grandes el modelo de Laplace (preciso, pero inmanejable) se
aproxima al de Borda (grosero, pero manejable)®. Por otro lado, la regla de Borda fue
“redescubierta” en un contexto estadistico por Kendall (1962), quien trat6 la agregacion
de rankings como un problema de estimacion y propuso una solucion de consenso que
maximizaba el acuerdo entre los votantes'’. Ademas, una conexién entre la regla de
Borda y una “regla de la media” obtenida desde supuestos probabilisticos puede
encontrarse en Intriligator (1973). Y recientemente Heckelman (2003) ha disefiado una

“regla de Borda probabilistica” que asigna los pesos mediante un mecanismo de loteria.

Cabe indicar que tal vez Borda [1770] (1784) previese criticas ulteriores a la forma de

equidistanciar las puntuaciones de su método debido a lo poco concluyente de su

13 \/éase McLean — Urken (1993, pp. 262 y ss), de donde traducimos.

4 Sobre este controvertido problema, que cuestiona la validez misma de la Teoria de la Eleccién Social,
véase Martinez Panero (2004, pp. 142-150) y las referencias alli indicadas.

% Tangian (1991) se basa en el anélisis orden-estadistico de Kendall — Stuart (1969, pp. 268 y ss.) y
observa, muy atinadamente, que las puntuaciones Borda normalizadas obtenidas son justamente las
coordenadas del vector de centros de gravedad de las utilidades cardinales de los agentes, algo que esta
implicito en los argumentos de Laplace.

1¢ para Tangian (2000) “la anterior suposicion [i.e., la presuncion de Laplace de que las estimaciones de
utilidad ordenadas de los agentes estan equidistribuidas, una hipétesis tradicional en probabilidad y
estadistica en ausencia de informacion] implica en particular que la distribucion de utilidades cardinales
es independiente de las preferencias ordinales”.

7 Como veremos, el enfoque de Kendall esta en la base de algunos de los tratamientos métricos de la
regla de Borda que se expondran en la siguiente seccion.



razonamiento anterior, pues ya en su misma memoria proporcionaba una segunda via
justificativa para introducir los pesos utilizados. A continuacion exponemos los
argumentos con los que Borda defendié esta segunda forma de entender su regla
siguiendo la exposicién del matemaético ilustrado José Isidoro Morales quien, al parecer,
los redescubri6 independientemente.

Es interesante la forma en que Morales tuvo conocimiento del método de Borda, que
suscito por parte del autor espafiol una memoria (Morales (1797)) en la que también éste
defendia el nuevo procedimiento frente a otros més al uso como, por ejemplo, el de
pluralidad (véase Martinez Panero — Garcia Lapresta (2003)). A través del periddico
francés La Décade Philosophique Morales habia sabido por una breve resefia que los
miembros del Instituto Nacional de Francia (nombre de la Academia de Ciencias tras el
periodo revolucionario) habian escogido cinco plazas vacantes utilizando un método de
eleccion que €l Ilama “de compensacion y suma” (no menciona, por no conocerlo
entonces, el nombre de Borda). Tal procedimiento le parece idoneo, justo y exacto para
reflejar la opinién que los votantes, y en su memoria, también con fines précticos de
implementacién efectiva, Morales lo describe asi: cada elector ordena de mejor a peor
los ¢ candidatos. De cada ordenacion se asignan ¢ puntos al primer candidato, c-1
puntos al segundo candidato,..., 2 puntos al penultimo, y 1 punto al tltimo candidato. Se
suman los puntos recibidos por cada candidato y se escoge al que ha recibido mas

puntos.

El autor espafiol divulgd su obra en distintos ambitos nacionales y extranjeros, de
manera que llego a ser conocida y valorada por el mismo Borda. No obstante, ocho afios
después, nuestro autor escribe un apéndice (Morales (1805)) a la obra anterior con el fin
de contestar a reparos y objeciones recibidas. Morales detalla que se ha criticado su
método de compensacion y suma por la rigidez en la asignacién de c, c-1,...,2, 1 puntos,
ya que esta no permite reflejar con exactitud la intensidad en la opinion, es decir,
constrifie la libertad del votante y no refleja el mérito del votado. Argumenta entonces,
para fundamentar estas puntuaciones, que en las elecciones binarias (con sélo dos
candidatos) la mayoria simple es el método adecuado para elegir y en el hecho de que,
cuando hay mas de dos candidatos, se podrian hacer elecciones binarias entre cada uno
de los posibles pares (en total, c(c-1)/2 elecciones binarias) y luego sumar los votos que

cada candidato obtuvo. Ahora bien, tal informacion numérica queda de hecho capturada



en las puntuaciones obtenidas por el método de Borda: basta con que se emplee una
escala c-1, c-2,...,2, 1, 0, equivalente a la utilizada en Morales (1797). En resumen,

Morales (1805, p. 23) deja asi el estado de la cuestion:

“[...] Si se hace una eleccion por el orden de mérito, con la progresion de
los nimeros naturales, empezada desde cero, y de tantos términos cuantos
sean los candidatos, hay una absoluta identidad entre este método de votar 6
de elegir [la regla de Borda] y el de la eleccién binaria repetida tantas veces
como combinaciones admite el nimero de candidatos [...] También sera
cierto que este método gozara de la misma exactitud y rigor que la eleccion
binaria, que se toma por norma de toda de toda eleccidn justa. Porque el tal
método no es otra cosa que una eleccidn binaria repetida, y el mérito de su

invencion es haber ahorrado esa repeticién”.
Mass6 (2003) estima que ésta es

“una maravillosa justificacion (ordinal) de su método basado en las
puntuaciones [...]. La argumentacién de Morales parece un antecedente a la
justificacion del axioma moderno de consistencia usado en las
caracterizaciones axiomaticas de la mayoria de los conceptos de solucion
propuestos por la teoria de los juegos cooperativos (nucleo, valor de

Shapley, nucleolo, etc.)”.

Y como también veremos, una nocidon de consistencia, si bien en el contexto de la
Teoria de la Eleccion Social, ha resultado ser crucial en la mas conocida de las

caracterizaciones del método de Borda que se detallan a continuacion.

3. Goodman — Markowitz, Gardenfors, Young, Black: jusificaciones axiomaticas

Arrow [1963] (1974, pp. 202-203), en un apartado histérico a modo de apéndice, se
refiere de esta forma a los problemas que plantea la regla de Borda, ya sefialados por
Black (1958):

“[...] este método confiere ponderaciones iguales a las diferencias de rango

de los candidatos y, asi mismo, da la misma ponderacion a los distintos
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votantes. Lo primero plantea el problema de la mensurabilidad de la
utilidad; lo segundo, el problema de las comparaciones interpersonales.
Borda justifica el primer paso con un argumento esencialmente basado en la
ignorancia, [y el segundo] sobre la base de la igualdad de los votantes. Estos
temas han continuado repitiéndose. El razonamiento de Goodman -
Markowitz (1952) puede considerarse, en efecto, como la [primera]

justificacion axiomatica de la posicién de Borda”.

El objetivo de Goodman — Markowitz (1952) fue modificar las condiciones del célebre
teorema de imposibilidad de Arrow para enunciar resultados positivos. Asi, demuestran
que la regla de Borda es la Unica funcion de bienestar social que, ademas de los usuales
y comunmente admitidos principios de optimalidad fuerte de Pareto y simetria
(anonimato), cumple una tercera condicion que requiere que “la implicacion [en el
agregado] que supone el cambio de un nivel [en la consideracion de un candidato] al

siguiente sea la misma cualquiera que sea el nivel de partida”.

El caracter ad hoc de esta ultima condicién (que de hecho se puede entender como una
relectura del requerimiento de equidistancia de Borda) en cierta forma ha relegado este
resultado frente a otras axiomatizaciones del método recurrentemente citadas en la
literatura. Por ejemplo, la proporcionada por Géardenfors (1973), quien establece que la
regla de Borda es la Unica funcién de votacion representable®® que satisface neutralidad
(tratamiento simétrico de las alternativas), optimalidad débil de Pareto y una tercera
condicion denominada independencia posicional fuerte. Esta ultima propiedad se puede
enunciar asi: siempre que una alternativa no ocupe alguno de los niveles intermedios
entre dos alternativas x e y dadas, y tampoco empate con ellas, la relacion social entre x

e y no se vera afectada por ella.

18 Una funcién de votacion representable es béasicamente una regla de puntuacién (scoring rule), que se
define mediante un vector de pesos con tantas componentes como alternativas de manera que cada agente
asigna la puntuacion s, a la alternativa que ocupe el primer puesto, s, a la segunda, y asi sucesivamente

(s,2s,2---25,20, s, >5,). De este modo, la regla de Borda no es sino un caso particular de regla de
puntuacion con pesos s, =n—i. A su vez, la regla de Borda asi definida es equivalente a cualquier regla

de puntuacion con pesos en progresion aritmética de diferencia comin positiva, esto es, tales que
s,—S,, =d>0, i=1...,n-1. Notese, asi mismo, que la regla de pluralidad corresponde en este

contexto a una regla con puntuaciones s, =1, s, =---=s, =0.
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El trabajo de Gérdenfors citado entiende la regla de Borda como un procedimiento

esencialmente ordinal®

, 'y la defiende de la *acusacion injusta de ser un método
(estupido) de amalgamar intensidades de preferencias [de los agentes mediante nimeros
impuestos]”. Su importancia principal esta en delimitar dos visiones irreconciliables del
voto®: la de Borda (posicionalista) y la de Condorcet (no posicionalista). Sin embargo,
tampoco su caracterizacion de la regla de Borda es la méas reconocida. Tal mérito le
corresponde a Young (1974), quien prob6 que el método citado corresponde a la Unica
funcion de eleccion social que satisface neutralidad, fidelidad, cancelacion y
consistencia. Young define la propiedad de fidelidad como el hecho de que
“socialmente méas preferido” e “individualmente mas preferido” signifiquen lo mismo
cuando la sociedad es unipersonal. Asi mismo, la propiedad de cancelacion establece
que, si para cualquier par de alternativas, la preferencia de una frente a la otra por parte
de un agente se puede compensar con la preferencia inversa por parte de otro agente,
entonces todas las alternativas son ganadoras. Por fin, el principio de consistencia o
refuerzo (reinforcement) se puede describir como el requerimiento de que si dos
coaliciones por separado dan lugar a la misma decision social, entonces cuando se unen

en un solo bloque tal decision se preserve.

En un trabajo posterior, Young (1975) caracterizd de nuevo la regla de Borda como la
unica de las reglas de puntuacion (que, a su vez, vienen dadas por funciones de eleccion
social que cumplen anonimato, neutralidad, consistencia y continuidad®!) que ademas
cumple la mencionada propiedad de cancelacion. Desde entonces se han proporcionado
numerosas axiomatizaciones (en ocasiones mas accesibles): Fine — Fine (1974),
Hansson — Sahlquist (1976), Fishburn — Geherlein (1976), Nitzan — Rubinstein (1981),
Saari (1990), Debord (1992) y Van Newenhizen (1992), entre otros (véase Chebotarev —
Shamis (1998)).

Aunque no se trata de una caracterizacion, queremos incorporar tambien en esta seccién

la “justificacion parcial” de la regla de Borda proporcionada por Black (1976).

19 Ahora bien, un enfoque utilitarista-cardinal de las puntuaciones, que ya aparecia tacitamente en Borda
[1770](1784), ha sido retomado por Black (1958 y 1976), Sugden (1981, pp. 140-145) y Marchant
(2000), en este Gltimo caso con un tratamiento difuso (fuzzy) de las preferencias de los agentes.

%0 Sobre la polémica Borda — Condorcet y una via de aproximacién mediante sistemas de votacion
hibridos, véase Martinez Panero (en prensa).
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Entendemos este calificativo en el sentido de que Black, al coincidir con las posiciones
electorales de Condorcet y ser estas divergentes de las de Borda, nunca podria justificar
totalmente la regla de propuesta por éste ultimo, que puede proporcionar un ganador
distinto del de Condorcet® (aquel que vence una a una a todas las demés alternativas
por mayoria simple).

El razonamiento de Black (1976) retoma un enfoque utilitarista ya apuntado en Black
(1958) y se basa, ademas de en la definicion clasica de la cuenta de Borda, en un
segundo conteo individual que asigna a cada alternativa el nimero de alternativas a las
que derrota menos el numero de aquellas por las que es derrotada. Black (1976)
demuestra entonces que existe una transformacion afin entre ambos contadores (por lo
que son equivalentes en el sentido de que ambos proporcionan la misma ordenacién
social) y que la suma de las puntuaciones emitidas por cada agente mediante el segundo
contador es nula?®. Con tales prerrequisitos, Black se decanta por el uso del segundo
contador (por motivos mas bien estéticos, de elegancia en las demostraciones aportadas,
si se tiene en cuenta a Coughlin (1980)) vy justifica entonces el uso de este segundo
contador interpretandolo en términos mayoritarios. Ademas, argumenta que permite
compensacion®, tiene en cuenta toda la informacién contenida en las preferencias
mostradas por los agentes, proporciona un orden social transitivo®, y selecciona como
ganadora la alternativa que, en media®, ocupa mejores posiciones en las preferencias de
los agentes (algo que, como ya hemos comentado, ya aparecia explicitamente en Black
(1958)).

Sefiala también Black, como ya habian hecho en el pasado Condorcet, Laplace y

Daunou, que el voto estratégico puede arruinar la implementacion efectiva y utilidad de

2! Esta es una propiedad de tipo arquimediano que indica que si se replican las preferencias de una
coalicion de votantes un numero suficiente de veces, entonces esta coalicion (junto con sus clones)
deviene ganadora.

22 por tal razon se dice que la regla de Borda no es Condorcet consistente.

2 \éase también Coughlin (1980). En Martinez Panero (2003) se demuestran ambas propiedades de
forma inmediata (utilizando el axioma de reciprocidad) para reglas de Borda difusas que extienden los
casos clasicos formulados en Black (1976).

24 Como ya sefialamos, método “de compensacion y suma” fue el nombre dado por Morales (1797) a la
regla de Borda.

2> Estas dos dltimas caracteristicas diferencian radicalmente la bondad del método de Borda con las
“patologias” que pueden presentar los métodos de pluralidad, que sélo toma en cuenta las mejores
alternativas, y de mayoria simple, que puede producir ciclos en el agregado (paradoja de Condorcet).

%6 Sobre los argumentos de tipo media en conexién con la regla de Borda, véanse también Straffin Jr
(1980) y Mueller (1979).
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la regla de Borda. Ahora bien, a partir del teorema de Gibbard — Sattterhwaite, se puede
afirmar que tal susceptibilidad de manipulacion no es exclusiva suya, sino comin a
todos los procedimientos de votacion (véase Taylor (2005, pp. 60-69). Por este motivo,
aungue la manipulabilidad, como también la inconsistencia de Condorcet del método de
Borda (las dos principales criticas de Black) son incuestionables, éstas se deben analizar
comparativamente con otros procedimientos, para lo que nos remitimos al analisis de
Saari (Seccién 4) que, como veremos, coloca a la regla de Borda en una posicion de

privilegio.

4. Cook et al., Farkas — Nitzan: métricas sobre preferencias y metodologia DEA

Cook — Seiford (1982) probaron, a partir de Kendall (1962), que la regla de Borda
minimiza para la métrica 2 el desacuerdo total agregado (sobre las metricas

p, 1< p <o, véanse, Cook — Kress — Seiford (1996) y Gonzélez Pachon — Romero

(1999)). En la misma linea, en la que late la idea de consenso (distance-consensus
approach), Farkas — Nitzan (1979) también demostraron, a su vez, que el método de
Borda coincide con la regla de cercania a la unanimidad (closeness to unanimity)
introducida por los citados autores en términos paretianos sugeridos por Sen (1977).
Ulteriores desarrollos de esta linea de investigacion deben recoger las aportaciones de
Gonzéalez Pachdn — Romero (1999) utilizando programacién por metas, y de Marchant
(2001) siguiendo los pasos de Farkas — Nitzan (1979) en un contexto que incluye

torneos, drdenes débiles, semidrdenes, relaciones de preferencia difusa, etc.

Cabe asi mismo sefialar que la metodologia DEA (Analisis Envolvente de Datos) ha
proporcionado una atractiva manera de afrontar el problema de la asignacion de pesos.
A este respecto Cook — Kress (1990) han probado que un caso particular de lo que
denominan funcién de discriminacion de intensidad reproduce exactamente el modelos
de Borda y Kendall. Por otro lado, también basandose en la metodologia citada,
Contreras — Hinojosa — Marmol (2005) han propuesto un método alternativo a las
técnicas de consenso apuntadas anteriormente, evaluando las alternativas mediante
pesos flexibles de manera que se obtenga una ponderacion Optima para cada una de

ellas. Y de nuevo, en su analisis, la regla de Borda aparece involucrada en la solucién
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que se obtiene al resolver el problema de programacion lineal que supone tal

optimizacion.

5. Saari: geometria del voto y “optimalidad” de la regla de Borda

Saari (1995, p.20) se arroga el mérito de haber dicho la Gltima palabra sobre el tema que
nos ocupa al afirmar rotundamente que la cuestion de la particular eleccion de pesos de
la regla de Borda, que habia permanecido abierta durante los dos ultimos siglos, ha sido

por fin contestada por él mediante su “geometria del voto”.

Desde tiempos de Borda [1770](1784) es bien conocido el hecho de que toda la
problemética electoral surge cuando concurren 3 o més alternativas®’. Por esta razon. de
modo paradigmatico (para mantener el aparato matematico a un nivel razonable), Saari
(1994, 1995) ha estudiado exhaustivamente el voto ponderado en el caso de 3
alternativas®, situandolas como vértices de un triangulo de manera que las 6 zonas en
las que éste queda descompuesto después de trazar sus medianas corresponden a una de
las 6 posibles ordenaciones de preferencias segin la lejania de un punto interior

genérico de las mismas a los vértices. (véase también Nurmi (1999)).

Mediante un analisis en el que se incide en la simetria intrinseca de la regla de Borda,
Saari (1994, p.14) demuestra que tal método es el que minimiza la manipulabilidad de
entre todos los sistemas de voto posicional, asi como las posibles paradojas en las que
pudieran incurrir tales procedimientos®. Por otro lado, VVan Newenhizen (1992) y Saari
(2000) han probado que este método es la regla de puntuacion menos susceptible de

vulnerar el criterio de Condorcet, o lo que es lo mismo, con mayor eficiencia de

%" De hecho, problemas de agenda (orden de presentacion de alternativas para su voto por parejas) con
maés de tres opciones ya fueron tenidos en cuenta estratégicamente por Plinio el Joven en el contexto del
senado romano (véanse Farquharson (1969), Riker (1986, pp. 78-88) y McLean — Urken (1995, pp. 14—
16y 67-70)).

%8 En el caso de 3 alternativas y una vez realizado un proceso de normalizacién, un procedimiento de voto
ponderado (o si se quiere, una regla de puntuacion) viene dado por un vector w, =(1,s,0) donde 1 es el

peso asignado a la mejor alternativa, s e [0,1] es el que obtiene la segunda alternativa y O la tercera. Los

valores extremos alcanzables por s, 0 y 1, corresponden a los procedimientos de pluralidad (cada agente
selecciona la mejor alternativa) y antipluralidad (cada agente indica su peor alternativa). El caso
intermedio s=1/2 corresponde justamente a la regla de Borda.

2% “IThe Borda count] is the unique method to minimize the number and kind of [voting] paradoxes, to
minimize the likelihood of a paradox, [and] to minimize the likelihood that a small group can succesfully
manipulate the outcome”.
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Condorcet®™. Ademés, Saari — Barney (2003), incidiendo en un tema introducido en
Saari (1995, p.153), también han probado que la simetria de la regla de Borda hace a
este método él dnico entre los posicionales inmune a la paradoja de la reversion
(reversal bias): para cualquier otra regla de puntuacion existen situaciones no triviales®*
en las que, a pesar de invertirse las preferencias individuales, no hay cambio en la
eleccion social resultante respecto de las situaciones originales (sobre la
excepcionalidad de la regla de Borda entre los métodos posicionales, véase también
Nurmi (2004 y 2005)).

Ahora bien, la militancia de Saari en pro de la regla de Borda, que considera Optima
(Saari (1995, p. 19), no se restringe Unicamente a su status entre los sistemas de voto
posicional. Saari ha sostenido (y sostiene) polémicas intelectuales (que nos hacen
recordar el enfrentamiento Borda versus Codorcet) con Brams y Fishburn (introductores
y defensores del método de voto aprobatorio) y dltimamente con Risse (que propugna
métodos Condorcet consistentes, tales como la regla de Kemeny, en perjuicio de la regla
de Borda). Sin embargo, a pesar de la profusion de trabajos en distintos frentes que
avalan la implementabilidad de la regla de Borda por parte de Saari, esta aun lejos de
verificarse el desideratum de Young (1997) sobre su puesta en practica®.

6. Conclusiones

En el presente trabajo se ha presentado una panordmica de las distintas justificaciones a
la presunta arbitrariedad o imposicion de las ponderaciones que aparecen en la regla de
Borda. Como hemos comentado, ya Arrow sefialé que éste es un tema que viene
repitiendose de tiempo en tiempo vy, efectivamente, las distintas argumentaciones
probabilistico-estadisticas, axiomaticas, métricas y basadas en la metodologia DEA, asi
como las geométricas que hemos expuesto parecen avalar tal aserto. Ahora bien, a partir
de la variada gama de técnicas y métodos empleados que hemos resefiado podemos

% |a eficiencia de Condorcet se define como la probabilidad condicionada de que un procedimiento
seleccione el ganador de Condorcet, supuesto que tal ganador exista.

31 Una situacion trivial serfa, por ejemplo, aquella en la que los 6rdenes lineales individuales fuesen todas
las permutaciones circulares de uno dado, lo que provocaria un empate colectivo (o, desde un punto de
vista no posicional, la aparicion de un ciclo.

%2 Young (1997, p. 200): “I predict that the time will come when [...] Borda’s rule will be considered a
standard tool for legislative and committee decision making”.
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hacer la siguiente valoracion: si la importancia de un problema cientifico depende en
buena medida de las disciplinas que se generan o desarrollan para resolverlo y que son,
a su vez, susceptibles de ser empleadas en otros contextos, el problema tratado en el
presente trabajo, lejos de ser una cuestién aislada, ha resultado sumamente fértil, ya que,
si bien su tratamiento no ha generado per se las técnicas citadas, el analisis implicado en

su resolucion ha coadyuvado incuestionablemente en el desarrollo de las mismas.

Para concluir, queremos indicar una posible via que, en cierta forma, elude el problema
planteado, ya que no lo encara como tal, sino en un contexto mas amplio. Tal
posibilidad consiste en disefiar reglas de Borda mas generales, en las que las que, aln
manteniendose su filosofia de agregacion, se permita a los agentes manifestar sus
preferencias de forma matizada (gradual o linglistica), y no meramente mediante las
preferencias taxativas que son la base informacional de la regla de Borda “clasica”. De
esta manera se generarian puntuaciones Borda que serian, segun la forma de capturar lo
mas fielmente posible tales matices de informacion, numeros reales, intervalos, nimeros
difusos trapeciales o triangulares, dependiendo de la representacion utilizada. Este es el
tratamiento seguido en Marchant (1996a,1996b) Garcia Lapresta — Martinez Panero
(2000, 2002), Garcia Lapresta — Llamazares — Martinez Panero (2005 y 2006) y Garcia

Lapresta — Martinez Panero — Meneses (en prensa).
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Resumen

En la literatura de los tipos de interés existe un debate continuo sobre cuantos factores son necesarios para
explicar la estructura temporal de los tipos de interés (ETTI). Los modelos con un so6lo factor ofrecen
resultados muy interesantes debido a su sencillez. Sin embargo, son muchos los autores, por ejemplo
Canabarro (1995), los que demuestran que son necesarios mas factores para explicar la curva. Ademas
los modelos multifactoriales son mas adecuados si se quiere valorar activos complejos, como opciones
sobre la curva de rendimientos, o planificar estrategias de inmunizaciéon. Estos modelos,
fundamentalmente si se utilizan técnicas de estimacion no paramétrica, presentan una mayor complejidad
de estimacion y valoracion. Gémez-Valle y Martinez-Rodriguez (2006a) presentaron una nueva técnica
para reducir el coste computacional de los modelos de dos factores.

En este trabajo consideramos un modelo de dos factores: el tipo de interés y la varianza de los cambios
del tipo de interés, y mostramos que la técnica planteada por Gdmez-Valle y Martinez-Rodriguez (2006a)
para su estimacion, ademés de reducir el coste computacional proporciona mejores resultados que
modelos que utilizan técnicas paramétricas y modelos GARCH para su estimacién, como Longstaff y
Schwartz (1992).

Palabras clave: volatilidad estocastica, estimacion no paramétrica, ETTI

Abstract

In the financial literature there is no consensus about how many factors are necessary to explain the term
structure of interest rates (TSSIR). The one-factor diffusion models are very attractive because their
simplicity, however they have important unrealistic properties. In fact there are several authors, such as
Canabarro (1995), who show that models whith more stochastic factors describe more accurately the
evolution of the term structure. Furthermore the multi-factor models are specially useful to price more
complex interest-rate derivatives, such as the so-called yield options, or improve the efficiency of hedging
strategies. However these models, specially if nonparametric methods are used, are more complex to
estimate and to price. In order to reduce the higher computational cost of the two factor models , Gomez-
Valle and Martinez-Rodriguez (2006a) showed a new approach to estimate these models.

In this paper, we consider a model with two factors: the interest rate and the instantaneous variance of the
changes of the interest rate. Then, we show that the approach of Gémez-Valle and Martinez-Rodriguez
(2006a) reduces the computational cost of estimation as well as provides better results than other two-
factor parametric models based on the GARCH approach such as Longstaff and Schwartz (1992).

Key words: stochastic volatility, nonparametric approach, TSIR.



1. Introduccién

El precio de los titulos de renta fija viene a menudo expresado en términos de varios
tipos de interés y rendimientos, por tanto la comprensiéon de los modelos de este tipo
equivale a entender el comportamiento de los tipos de interés. EIl concepto clave del
analisis de los titulos de renta fija y del comportamiento de los tipos de interés es
realmente la ETTI. Sin embargo, no es esta su unica aplicacién, dejando al margen
todas sus aplicaciones macroecondémicas, desde un punto de vista financiero podemos
afirmar que la ETTI es también una herramienta clave para la cobertura o la evaluacion
de estrategias de carteras de renta fija. La determinacion de la dindmica de la ETTI
permite definir medidas del riesgo, asociadas a variaciones de los tipos, que posibilita

un mejor control de la eficacia de las estrategias de gestion de carteras, Nave (1988).

En la literatura se han considerado tradicionalmente modelos dinamicos de la ETTI que
dependen Unicamente de un factor o variable de estado que es el tipo de interés
instantaneo, como por ejemplo Vasiceck (1977) y Cox et al (1985). Estos modelos son
muy atractivos para los investigadores y para los agentes financieros debido a su
sencillez, ya que es posible conocer su solucién exacta, se estiman facilmente a partir de
los datos del mercado y proporcionan curvas de rendimientos con formas muy realistas.
Ademas son muchos los tests empiricos descritos en la literatura que aceptan ciertos
modelos unifactoriales, Ferreira y Gil-Bazo (2004). Sin embargo, también presentan
importantes desventajas. En primer lugar, la forma de la curva de rendimientos esta muy
restringida y estos modelos no son capaces de generar todos los tipos de variaciones de
las curvas de rendimientos que se observan en los mercados. Finalmente y relacionado
con el punto anterior, los cambios en periodos infinitesimales de tiempo de dos
variables dependientes del tipo de interés estan perfectamente correlacionados,
Canabarro (1995) y Rebonato (1996).

Intuitivamente los modelos multifactoriales son, en general, mas flexibles y son capaces
de generar formas y movimientos adicionales de las curvas de rendimientos. Ademas
los modelos multifactoriales permiten correlaciones no perfectas entre las diferentes

variables que dependen de los tipos de interés.



Son muchos los estudios empiricos que han tratado de determinar cuantos factores son
necesarios para explicar la ETTI, Litterman y Scheinkman (1991), Canabarro (1995), y
los resultados parecen depender de los datos considerados, el periodo de observacion y
el procedimiento de estimacion. Aunque si que parece existir un consenso a la hora de
determinar que son necesarios dos o tres factores para explicar el comportamiento de la

ETTI de forma adecuada.

Sin embargo, también hay que tener en cuenta que los modelos multifactoriales son
mas dificiles de implementar y tienen un mayor coste computacional. Por lo tanto, es
necesario encontrar un equilibrio entre una representacion mas realista del modelo y un
menor coste computacional. De ahi que los modelos de dos factores, que son en los que

nos centramos en este trabajo, puedan ser mas atractivos para los agentes financieros.

Recientemente, debido a la imposicion de restricciones arbitrarias sobre el
comportamiento de las diferentes variables de estado, son muchos los autores que han
comenzado a aplicar técnicas no parameétricas para la estimacion de los modelos,
Stanton (1997) en el caso de una variable y Boudoukh et a/ (1999) en el caso de dos

variables.

En este trabajo, nosotros consideramos un modelo de dos factores: el tipo de interés
instantaneo y la varianza instantanea de los cambios del tipo de interés, y comparamos
su comportamiento a la hora de determinar las curvas de rendimiento cuando se utiliza
el modelo paramétrico LS propuesto por Longstaff y Schwartz (1992) 6 un modelo no
paramétrico. Evidentemente la utilizacion de un modelo no paramétrico aumenta el
coste computacional del modelo considerablemente, pero utilizando el enfoque
propuesto por Gomez-Valle y Martinez-Rodriguez (2006a) obtenemos resultados muy
favorables. Asi observamos que para todos los vencimientos considerados, un enfoque
no paramétrico proporciona curvas de rendimientos estimadas mas proximas a las

observadas que cuando se utiliza el modelo paramétrico LS.

El trabajo lo organizamos de la siguiente forma. En la Seccion 2 describimos el
funcionamiento de un modelo de ETTI con dos factores: el tipo de interés instantaneo y
la varianza instantanea de las variaciones del tipo de interés. A continuacion, en la

Seccion 3, mostramos los datos y las técnicas utilizadas para realizar el estudio empirico



objeto de este trabajo y, en la Seccién 4 comparamos las curvas de rendimiento
estimadas con los diferentes modelos con las observadas en el mercado de Estados
Unidos. Finalmente, en la Seccion 5 resumimos las principales conclusiones de este

trabajo.
2. El modelo

En este trabajo nos centramos en modelos Markovianos homogéneos en el tiempo con
dos variables de estado que son el tipo de interés instantaneo r, y la varianza de los
cambios del tipo de interés V.. Para ello suponemos que estas variables siguen el
siguiente proceso de difusion de Markov:

dr, = 1, (r,,V,)dt + [V, aw,, (1)
v, =u,(r,V)dt+o,(r,,V,)aw,, (2)

E(dw,,aw,)= p(r,,V,),

donde las tendencias w, y uy , la difusion oy y el coeficiente de correlacion p dependen

dery V.

Suponemos que w(r, V3), wir, V), olr, Vi) 'y p(r, V;) estan bien definidas de tal

forma que exista la solucion de (1) - (2) para un estado inicial arbitrario.

El precio de un bono cupdn-cero en el instante actual  que vence en un instante 7, ¢t <T,
y reporta 1 u.m. en dicho instante, lo consideramos como funcion del tipo de interés

instantaneo y lo denotamos por P(¢, r,V; T), con
P(T,r,V;T)=1. (3)

Aplicando un razonamiento de arbitraje similar al propuesto por Black y Scholes
(1973), construimos una cartera sin riesgo y utilizando la regla de diferenciacion del
Lema de Itd, como en Duffie (1996), el precio de un derivado del tipo de interés viene

dado por la solucion de la siguiente ecuacion en derivadas parciales:
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donde A,y Ay son los precios del riesgo de mercado asociados al tipo de interés y a la
varianza. Estos precios del riesgo de mercado vienen determinados por el mercado y

son los mismos para todos los derivados de los tipos de interes Bjork (1998).

Para valorar un bono cupon-cero es necesario resolver la ecuacion (4) sujeta a la
condicion final (3). El Teorema de Feynman-Kac bajo ciertas hipdtesis, Oksendal

(2003), nos permite expresar la solucion de este problema de forma integral:
P(t,r,V;T) = E:[exp(— ?ruduﬂ : (5)

donde E* denota la esperanza condicionada bajo Q*, conocida como medida de

probabilidad neutral al riesgo.

El tanto de rendimiento al vencimiento, R(¢, », V; T) es el rendimiento interno de un

bono cupdn cero en un instante de tiempo ¢ y que vence en 7, esto es,
1
R(t,r,V;T)=—=log P(t,r,V;T) t<T. (6)
T

El conjunto de tantos al contado R(z, r, V; T)) (¢t < T; , conj =1, 2, ..., N) recibe el
nombre de estructura temporal de los tipos de interés al contado o curva de rendimientos
(vield curve).

Para poder valorar cualquier derivado del tipo de interés es necesario conocer y estimar
U Wy, v, A, Ay'y p. A continuacion se reemplazan en la ecuacion (4) y se resuelve
teniendo en cuenta la correspondiente condicion final que depende del derivado a
valorar. La ecuacion (4) es la base para su resolucion utilizando un método en
diferencias finitas, y (5) si se resuelve utilizando el método de simulacion de Monte

Carlo.



LS es uno de los modelos de dos factores mas conocido en la literatura. Longstaff y
Schwartz (1992) presentan un modelo de equilibrio general de la ETTI, y parten de una
descripcion de la economia subyacente. Establecen las hipotesis acerca de la evolucion
estocéstica de dos variables relevantes de la economia x e y, y de las preferencias de un
inversor representativo. Suponen que la variable x afecta inicamente a los rendimientos
esperados de las inversiones productivas y la variable y afecta tanto a los rendimientos
esperados como a la incertidumbre de los rendimientos de la inversion productiva

Ambas variables siguen los siguientes procesos independientes:

dx = (y — &)dt +/xdZ,, @)
dy = (n—G)dt +[ydz,. (8)

El hecho de que los dos factores anteriores no estén especificados no es relevante, ya
que una de las implicaciones mas importantes del modelo es que tanto el tipo de interés

como la varianza de los cambios de los tipos de interés son funciones lineales de ry V-
r=ax+py,
V=a’x+py,

donde « y £ provienen del proceso productivo que se impone en el modelo de
equilibrio general, ver Longstaff y Schwartz (1992) para mas informacion. Una ventaja

fundamental de este modelo es que se conoce su solucidn exacta.

Estas dos variables estocasticas fueron inicialmente consideradas por Fong y Vasiceck
(1991), pero su modelo es de equilibrio parcial y no posee solucién exacta.
Adicionalmente los tipos de interés pueden tomar valores negativos. Posteriormente
Andersen y Lund (1997) y Vetzal (1997) utilizaron también el tipo de interés y la
varianza de los cambios del tipo de interés para explicar el comportamiento de la ETTI,
pero imponiendo diferentes restricciones paramétricas a las funciones. Sin embargo, no
existe ningun consenso sobre que funciones paramétricas son méas adecuadas para

explicar el comportamiento de la ETTI. Por tanto posteriormente, Boudoukh et al



(1999) y Downing (1999) para evitar imponer restricciones arbitrarias a las funciones de

los procesos estocasticos, consideraron técnicas de estimacion no paramétricas.
3. Estimacion e implementacion de los modelos

En esta seccion comparamos los errores al estimar las curvas de rendimientos con el

modelo paramétrico LS y un modelo no paramétrico.

Para poder estimar los coeficientes de la ecuacion en derivadas parciales (4),
necesitamos disponer de una serie de tiempo del tipo de interés instantdneo libre de
riesgo y de su varianza. Nosotros utilizamos, concretamente, las observaciones
semanales de los rendimientos de los Treasury Bills (o T-Bills) del mercado secundario
de Estados Unidos, lo cual es una practica habitual en la literatura, como por ejemplo
Chan et al (1992) y Stanton (1997).

El periodo de estimacion lo consideramos desde enero de 1983 hasta diciembre de
2005, y transformamos los rendimientos en tipos de interés anualizados sin realizar
ningun ajuste especifico por fines de semana o vacaciones. Los datos los obtenemos de
la Reserva Federal de Estados Unidos (h.15) y tenemos un total de 1.200 observaciones.

El tipo de interés instantaneo no es directamente observable por lo que lo aproximamos
con el rendimiento a 3 meses, ya que supone un compromiso entre la eleccion de un
vencimiento lo suficientemente pequefio y que a su vez no incluya los efectos propios
del mercado. Por ejemplo los rendimientos diarios pueden ser muy volatiles porque
incluyen caracteristicas puntuales propias del funcionamiento de los mercados. En la
Figura 1a) representamos los rendimientos de los Treasury Bills a 3 meses y en la
Figura 1b) sus primeras diferencias. La Tabla 1 recoge los estadisticos descriptivos de
las series del tipo de interés y de sus diferencias.

Media | Desv. tipica | Maximo Minimo Pl P2
7 0.051264 | 0.023166 | 0.107943 | 0.008409 0.998 0.996
revp-re| 3.85€-6 5.05e-5 9.57 e-5 | -0.000169 0.195 -0.010

Tabla 1. Resumen de los estadisticos mas importantes del tipo de interés observado
desde enero de 1983 hasta diciembre de 2005 y sus primeras diferencias.
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Figura 1: Fig 1a) Rendimientos de los Treasury Bills a 3 meses y de los bonos a
vencimiento constante de 10 afios de USA. Fig 1b) Primeras diferencias de los

rendimientos de los Treasury Bills a 3 meses.

La varianza de los cambios del tipo de interés instantdneo no es tampoco directamente
observable en el mercado, pero es posible estimarla. Algunos autores proponen su
estimacion mediante procesos GARCH, como Longstaff y Schwartz (1992).
Concretamente, proponen un modelo GARCH(1,1) con varianza condicionada en la

ecuacion en media,

Ta—lh =0, o, + anz +e. (9)
e, > N(0]1)
V.= o+ B, + BV, + e (10)
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Figura 2: Volatilidad estimada utilizando un método no paramétrico y un método
paramétrico (GARGH).

En la Tabla 2 mostramos los resultados de esta estimacion y en la Figura 2

representamos graficamente su comportamiento a lo largo del tiempo.

a a 2 Bo Bi B Ps
Valor 1.21e-5 |2.39%e-4 |-13.08 |-1.85e-8 [2.20e-6 |6.85e-1 |1.90e-1
Estadisiticoz |7.25e-1 |2.31e-1 |-2.49e-1 |-5.84 18.39 57.67 15.61
p- Valor 4.62e-1 |8.17e-1 |8.03e-1 |5.07e-9 |0.00 0.00 0.00

Tabla 2: Parametros estimados del modelo GARCH(1,1) para la volatilidad (9) - (10).




En primer lugar consideramos que la funcién ¥(r, S) es inversible, es decir que podemos
escribir el modelo (1) y (2) de forma equivalente

dr.=a (r,S)dt+V(r,S)dZ,,
s, =a,(r,S,)dt+ p.(r,S,)dzZ,,

donde Z1y Z, pueden estar correlacionados. La funcion ¥7(r, S) la estimamos utilizando
la metodologia descrita en Boudoukh et al (1999). En la Figura 2 representamos la
volatilidad estimada utilizando un modelo GARCH vy utilizando técnicas de estimacion
no paramétrica. En el caso de la estimacion utilizando un modelo GARCH los valores
oscilan entre 0 y 6e-3 y en el caso de la estimacion no paramétrica las variaciones son

menores, pero los valores son mayores y proximos a 8e-3.

Una vez analizados los factores del modelo, estimamos los parametros del modelo LS y
las funciones no paramétricas como paso previo a la obtencion de la curva de

rendimientos.

Los pardmetros del modelo LS, (5)-(6) los estimamos utilizando Unicamente la varianza
y el tipo de interés observado mediante las relaciones obtenidas por Longstaff y
Scwhartz (1993). En la Tabla 3 presentamos los valores de los seis parametros

estimados.

Finalmente, es necesario estimar el precio del riesgo de mercado y para ello, siguiendo a
Longstaff y Scwhartz (1993), utilizamos la propiedad de que la solucién exacta para un
bono cupdn-cero es conocida. Por tanto, este parametro se obtiene minimizando la raiz

cuadrada del error cuadratico medio,

RMSE =

donde N es el numero de observaciones, P; el precio observado y P el precio estimado

para la observacion i-ésima. Los precios observados que utilizamos son los

correspondientes a los bonos con vencimiento constante a 6 meses, 1, 2, 3, 5, 7y 10
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afios del mercado de Estados Unidos proporcionados por la Reserva Federal. El valor

estimado de este parametro es a partir de los datos anteriores —0.36821.

En la implementacion de las técnicas no paramétricas seguimos el enfoque propuesto
por Gomez-Valle y Martinez-Rodriguez (2006a),
5_R| 1

il =§(u,. (rV)=0o,(r V)2, (r, 7)), (11)

L) =V O+ (1) =0 AT (@2

Este enfoque se basa en la estimacion de la tendencia neutral al riesgo de ambas
variables directamente a partir de la pendiente de la curva en el origen definida en
Vasiceck (1977).

Las funciones R y owp)
oT oT

cuanto a la difusion de la varianza instantanea del tipo de interés, realizamos su

las aproximamos mediante integracion numérica. En

estimacion con una aproximacion de primer orden como en Stanton (1997). En todos
los casos utilizamos el método del ndcleo para la estimacion no paramétrica, ver Hérdle

(1990) para més informacion.

Una ventaja fundamental de este enfoque frente a otros, como el propuesto por
Boudoukh et al (1999), consiste en que reducimos considerablemente el coste
computacional del modelo ya que Unicamente estimamos 4 funciones frente a las 6 que
estiman Boudoukh et a/ (1999).

/4 ) n g a B

2.3310 4.074e-5 | 1.5295¢-1 | 5.4986e-2 | 8.6710e-7 | 5.9716e-4

Tabla 3: Pardmetros del modelo LS utilizando el sistema de ecuaciones propuesto por
Longstaff y Schwartz (1993).
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Figura 3: Error cuadratico medio de las curvas de rendimiento a diferentes

vencimientos desde enero de 1983 hasta diciembre de 1995.
4. Valoracion de bonos cupon cero

En esta seccion obtenemos los precios de los bonos cupdn-cero y posteriormente las
curvas de rendimiento, utilizando el modelo paramétrico LS y un modelo no
paramétrico basado en la técnica propuesta por Gémez-Valle y Martinez-Rodriguez
(20064a). Posteriormente comparamos las curvas observadas frente a las estimadas con el

modelo paramétrico frente al modelo no paramétrico.

La obtencion de los precios en el modelo paramétrico LS es inmediata utilizando su
solucion exacta, Longstaff y Schwartz (1992) y es ampliamente conocida en la
literatura. Posteriormente utilizamos la relacion (6) para obtener la curva de
rendimientos. Sin embargo, cuando empleamos un modelo no paramétrico la solucién
no es conocida por lo que es necesario aplicar un método numérico para la resolucion de

la ecuacion (4) sujeta a la condicién final (3). En la literatura se ha aplicado
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habitualmente el Método de Simulacion de Monte Carlo directamente sobre (5), sin
embargo nosotros aplicamos un método en diferencias directamente sobre la ecuacién
en derivadas parciales que reduce su coste computacional, como en Gémez-Valle y
Martinez-Rodriguez (2006a). Concretamente utilizamos una subrutina de la libreria
NAG para Fortran. De nuevo, obtenemos las curvas de rendimientos aplicando (6).

En la Figura 3 mostramos los resultados de esta estimacion y, representamos el error
cuadratico medio entre el rendimiento observado y el rendimiento estimado para cada
uno de los modelos para periodos de vencimiento de 6 mesesy 1, 2, 3, 5, 7 y 10 afios.
Asi observamos que el modelo no paramétrico (NOPAR2) presenta menores errores
para todos los vencimientos. Este resultado es analogo al obtenido en Gomez-Valle
(2005) para modelos de un factor, donde se demostraba que el error cuadratico medio en
modelos no paramétricos de un factor era menor que cuando se utilizaban modelos
paramétricos como los de Cox et al (1985) y Vasiceck (1977). A la hora de realizar
comparaciones no tenemos en cuenta la técnica de estimacion empleada por Boudoukh
et al (1999) porque como ya hemos demostrado en trabajos anteriores Gomez-Valle y
Martinez-Rodriguez (2006b), la técnica propuesta por Gomez-Valle y Martinez-
Rodriguez (2006a) ademas de reducir el coste computacional, proporciona curvas de
rendimientos mas proximas a las observadas que la técnica propuesta por Boudoukh et
al (1999).

Finalmente, en la Figura 3 también comparamos el comportamiento de los modelos
anteriores con un modelo de un solo factor no paramétrico utilizando la técnica
propuesta por Gomez-Valle y Martinez-Rodriguez (2006c), y que se basa en la
estimacion no paramétrica de la tendencia neutral al riesgo directamente a partir de los

datos utilizando la aproximacion,

OR 1

P E(ﬂ" (1) -0, ("A.().
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Figura 4: El error cuadratico medio anual de los diferentes modelos durante el periodo

de estimacion para los rendimientos a 1 afio (Figura 4a) y a 5 afios (Figura 4b).

La pendiente de la curva en el origen la aproximamos mediante integracion numérica y
las estimaciones las realizamos con el método no paramétrico de regresion local lineal.
En este caso observamos, que este modelo no paramétrico unifactorial (NOPARL)
proporciona mayores errores que el modelo no paramétrico de dos factores (NOPAR2)
para los diferentes vencimientos. Sin embargo, también observamos que proporciona
menores errores que el modelo paramétrico de dos factores considerado. Finalmente, es
importante destacar que en todos los casos el modelo NOPAR2 parece ser el mas
adecuado y exacto a la hora de determinar las curvas de rendimientos y, las diferencias
aumentan con el periodo de vencimiento. Resultados analogos se obtienen en el trabajo
de Corzo y Gomez (2005) .

En la Figura 4 mostramos el error cuadratico medio anual para los diferentes modelos y
con vencimientos iguales a 1 afio (Figurada)) y 5 afios (Figura 4b)). En ambas graficas

observamos que en general, los modelos no paramétricos presentan menores errores que
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el modelo paramétrico LS, excepto algun afio en concreto. EI comportamiento de los
modelos no paramétricos es muy similar y sus diferencias son pequefias, pero en la
mayoria de los casos el modelo NOPAR2 es mas preciso a la hora de determinar los
rendimientos de los bonos cupdn-cero que el modelo NOPARL. EI comportamiento

para el resto de vencimientos observados no varia.
5. Conclusiones

En este trabajo consideramos un modelo dindmico homogéneo de la ETTI, en el que
suponemos dos variables de estado: el tipo de interés instantaneo y la varianza
instantanea de las variaciones del tipo de interés. En la literatura son muchos los
comentarios favorables al modelo paramétrico LS, de tal forma que puede considerarse

como un referente a la hora de realizar comparaciones entre modelos.

Recientemente se han aplicado técnicas de estimacion no paramétrica a los modelos
existentes en la literatura, ya que no se conoce el comportamiento exacto de las
variables de estado y por ello habitualmente, se imponen restricciones arbitrarias sobre
el comportamiento de las funciones. Sin embargo, es interesante destacar que la
implementacién de un modelo no paramétrico aumenta considerablemente el coste

computacional del modelo.

Por tanto, el objetivo de este trabajo consiste en analizar si un modelo de dos factores no
paramétrico proporciona mejores resultados que uno paramétrico. Para ello utilizamos
la técnica propuesta por Gémez-Valle y Martinez Rodriguez (2006a) y, observamos que
las curvas estimadas con un modelo no paramétrico de dos factores se aproximan mas a
las observadas que las obtenidas con uno paramétrico. Para ello utilizamos datos
observados del mercado de Estados Unidos desde enero de 1985 hasta diciembre de
2005.

Finalmente consideramos un modelo no paramétrico con un solo factor y observamos
que al igual que sucede con otros estudios realizados con estimaciones paramétricas, un
modelo de dos factores proporciona menores errores que uno con dos factores. Por
tanto, podemos afirmar que a pesar de que un modelo no paramétrico de un factor

ofrece curvas de rendimientos mas proximas a las observadas que los modelos

15



paramétricos tradicionales de la ETTI (ver Gomez-Valle (2005)), la incorporacion de
una segunda variable de estado mejora los resultados, lo cual es fundamental para la
posterior valoracion de activos derivados del tipo de interés y la evaluacion de

estrategias de cobertura.
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Resumen

En el presente trabajo se presenta la distribucion clbica y la distribucion bi-seno estudiandose sus
caracteristicas estocasticas principales y desarrollando su proceso de generalizacion. Desde el punto de
vista practico, se presentan como posibles alternativas a la distribucion beta en la aplicacion de la
metodologia PERT. Los criterios presentados por Taha (1981) y desarrollados por Herrerias (1989)
consideran que la distribucion aplicada, en la metodologia PERT, debe tener una media moderada y una
varianza lo mayor posible. Se han analizado las medias y las varianzas de las distribuciones presentadas y
se han comparado con otras distribuciones aplicadas tradicionalmente en la metodologia PERT,
comprobandose que ambas son candidatas adecuadas como distribuciones subyacentes de la metodologia
PERT.

Palabras clave: Incertidumbre, metodologia PERT, distribucion bicubica, distribucién bi-seno.

Abstract

This work presents the cubic and bi-sine distributions, studies its principals stochastic characteristics and
its generalization process. Considering practical aspect, these distributions are presented as alternative for
the beta distribution in PERT methodology. The criteria presented by Taha (1981) and development by
Herrerias (1989) considers that a appropriate candidate has to present a moderate average and a variance
as large than possible. It has been analyzed the average and the variance of the presented distributions and
has been compared with other distributions traditionally applied in methodology PERT, verifying that
both are appropriate underlying distributions of methodology PERT.

Key words: uncertainty, PERT methodology, cubic distributions, bi-sine distributions.



1. INTRODUCCION

Para controlar los tiempos de ejecucion de los proyectos espaciales de la Armada de los
Estados Unidos de Ameérica, se desarroll6 PROGRAM EVALUATION AND REVIEW
TECHNIQUE, denominado método PERT. Originalmente se utilizé para el control de
tiempos del proyecto Polaris y actualmente se utiliza en todo el programa espacial,
ademas de en otros ambitos como, por ejemplo, la Investigacion de Operaciones y, en
general, el Analisis Econdmico. Como aplicaciones concretas, se destacan el estudio de
la duracion de una proyecto de fabricacion en funcion de la duracion de las diferentes
tareas (Romero 1991) o el andlisis de la bondad de un proyecto de inversion mediante

sus diversos flujos de caja actualizados segun su valor capital, (Suarez 1980).

En el presente trabajo se muestra la distribucion bicubica y la distribucion bi-seno como
posibles modelos alternativos aplicables en el ambiente de incertidumbre, estudiando
sus principales caracteristicas. A partir los criterios definidos por Taha (1981) y
desarrollados por Herrerias (1989), concluimos que es una distribucion adecuada para

su uso en la metodologia PERT.

En la seccién 1, se presenta una recapitulacion de los modelos probabilisticos
univariantes utilizados en la metodologia PERT.

En la seccion 2, a partir de los estudios realizados por van Dorp y Kotz (2003),
presentamos las expresiones de las funciones de la distribucién bicubica, estudiando sus

principales caracteristicas estocasticas y su forma.

En la seccion 3, se presenta la distribucion bi-seno, desarrollando las principales

caracteristicas de dicha distribucion.

En la seccidn 4, se realiza un estudio de la distribucion bictbica y bi-seno aplicadas en
el ambito del PERT, comparando sus valores esperados y varianzas con las

distribuciones mas utilizadas en el &mbito de incertidumbre.

En la seccidn 5, a partir de los resultados obtenidos en la seccion 2, se realiza una
generalizacion de la distribucion bicubica a una rama a través del esquema
multiplicativo, calculando sus momentos y realizando posteriormente un analisis sobre

su forma.



1.1. MODELOS PROBABILISTICOS DE LA METODOLOGIA PERT

La principal distribucién utilizada en la metodologia PERT para el estudio de la
duracién de una actividad asumia es la distribucion beta con una media y desviacion
tipica basadas en el valor modal y los valores extremos de la distribucion subyacente.
Luego, las principales criticas se debieron & que siempre se suponia que la duracion de
una actividad sigue una distribucién beta, por ello Ben Yair (2000) realiza un trabajo en
el que se comprueba que, en el caso de una distribucidon asimétrica a la derecha, las

estimaciones de la moda y la desviacion tipica seran asintéticamente sobreestimadas.

Durante mucho tiempo varios autores han optado por presentar modificaciones sobre las
formulas clésicas del PERT como se puede comprobar en Johnson (1998) y ademas se

han aportado distintos modelos.

A continuacion, se presenta de forma reducida, las principales distribuciones utilizadas

en el ambiente de incertidumbre:

Q DISTRIBUCION BETA La distribucién beta fue usada originalmente por los

creadores de la metodologia PERT, con el fin de superar los principales inconvenientes
que presentaba la distribucion normal. Dicha distribucion presenta el inconveniente de
que su varianza no incluye su valor modal, presentando Herreria (1995) una posible
solucion a dicho problema, pero ha sido utilizada con gran éxito en la metodologia
PERT por presentar unas buenas propiedades con respecto a su asimetria y curtosis.
Dicha distribucion tiene un recorrido limitado, no presentando colas infinitas y ademas

de presentar una forma simétrica también puede adoptar asimetrias.

Con el fin de resaltar la rigidez de este modelo y salvaguardar la flexibilidad
modeladora, Golenko-Ginzburg en 1988, mediante una reparametrizacion de la
distribucion beta, y posteriormente Herrerias en 1989, utilizando el sistema generador
de Pearson, han desarrollado, por caminos distintos, unos modelos alternativos para

estimar E[X]y Var[X].

> DISTRIBUCION TRIANGULAR Es uno de los modelos mas usados en el analisis

de inversiones y se plantea como un modelo alternativo al modelos clasico, (Simpson;
1755,1757) . La distribucion triangular puede ser simétrica o asimétrica siendo aplicable
en el estudio de tiempo para completar ciertas actividades dentro de un proyecto global
con cierta incertidumbre, Winston (1993). Recientemente ha adquirido popularidad por

ser utilizada en el método de simulacién de Monte Carlo, (Vose 1996).
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o DISTRIBUCION TRAPEZOIDAL Se presentd como una alternativa a la

distribucion beta, siendo utilizada en el estudio y deteccion del cancer, Flehinger y
Kimmel 1987 y Brown 1999 y en el analisis del riesgo por Pouliquen 1970, Powell y
Wilson 1997 y Garvey 2000. Al ser dicha distribucion tetraparamétrica no se puede
ajustar perfectamente a partir de las tres estimaciones a, b y m, por ello Callejon, Pérez
y Ramos en 1998 desarrollaron un procedimiento para disponer de una distribucién
trapezoidal en el caso de que solo se dispongan de los valores a, b y m, denominada
Trapezoidal CPR.

o DISTRIBUCION TWO-SIDED POWER Fue introducida por van Dorp y Kotz

(2002) como una generalizacion de la distribucion triangular. Esta distribucion,
pertenece al sistema de Pearson, Herrerias (2004). Dicha distribucion fue introducida
para extender las aplicaciones de la distribucion triangular a los problemas asociados al
riesgo y la incertidumbre, ademés se presenta como una alternativa versatil y flexible a

la beta de dos y cuatro parametros.

o DISTRIBUCION TOPP-LEONE Es una distribucion unimodal continua y acotada

encontrandose en el articulo de Topp y Leone de 1955 los primeros estudios. En un
principio recibié poca atencion pero recientemente ha sido estudiada por Nadarajah y
Kotz (2003), comprobando que dicha distribucion es la mas adecuada para ajustar
fendmenos de tiempo por presentar una tasa de fallo en forma de bafiera. Ghitany, Kotz
y Xie (2005) dedican un articulo a las medidas de bondad y las caracteristicas

estocasticas de dicha distribucion.

o DISTRIBUCION BIPARABOLICA Ha sido recientemente descrita por Garcia

(2007) como una generalizacion de la distribucidn parabdlica. Dicha distribucion esta
definida en un dominio acotado, determinada a partir de los tres valores clasicos y
ademas su funcion de densidad es derivable en su valor modal, una caracteristica que la

distingue de las distribuciones més utilizadas en el ambiente de incertidumbre.
1.2. CONSTRUCCION DE LA DISTRIBUCION BICUBICA

Segln las investigaciones realizadas por van Dorp y Kotz (2003), si p(./y)es una
funcion de densidad definida en el intervalo [0,1] con parametros, o vector de

parametros, y , entonces podemos definir la funcion de densidad unimodal en M de la

siguiente forma:



¢
—/ 0 <t <M
p(M lﬂ) S1

g(tIM, p(.1y)) = (2.1)

1—¢
=1 M <t <1
p(l—M ‘”) .

donde p(./y) es lafuncion generadorade g(¢/ M, p(./y)).
Como la funcion de densidad asociada a una distribucion cubica viene dada por

p(y)=ay’ +by* +cy+d, con a, b, c 'y d valores reales, e imponiendo las condiciones

que se observan en la Figura 2.1:

0 0,5 1
Figura 2.1: Representacion de p(y)=ay® +by* +cy+d

1. Pasa por el origen de coordenadas, p(0)=0
2. Presenta un extremo relativoeny=1; p’'(1) =0

3. Presenta un extremo relativo en y=0; p’(0) =0

4. fol p(y)dy =1

calculamos el valor de dichos parametros, obteniendo pues, la expresion de la funcién

de densidad cubica generadora que viene dada por:

p(») = 6(y2 —%fj (2.2)

A partir de la funcion de densidad obtenida podemos hallar la expresion de la funcién

de densidad de la distribucion bicubica estandarizada descrita en (2.1):

2 3

g(tIM,p(y)) = ) 5
((1_t] —3(1_tj] siM <t <1
1-m) 3\1-M

Teniendo en cuenta la funcion de densidad descrita por van Dorp y Kotz (2003)

(2.3)

definimos la funcion de distribucién, G, utilizando la funcion de distribucion P(./y)

asociada a la funcion de densidad generadora p(./y):
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Mp(ﬁ/lp} si0<t<M
G(t/ M, P(.1y)) = 2.4)

1—(1—M)P(11__A;/1//) siM <t<1

Como la funcion de distribucion asociada a p(y) es P(y)=2y°—y* definimos la

funcién de distribucién bicubica estandarizada, utilizando el sistema generador de van
Dorp y Kotz (2003), como:

A

1—(1—M)(2(11__A;j —(11__;4) ] siM <t<1

Para hallar las expresiones de la funcion de densidad y de distribucion bicubica para la

G(tIM,P(y))= (2.5)

variable x definida en el intervalo [a,b] , realizaremos la desestandarizacién mediante el

X— m-—a

ayM=

b—a b—a

cambio ¢ =

donde, a es el valor minimo, m el valor mas probable y

b el valor maximo, siendo estos valores aportados por el experto.

Para el caso de la funcién de densidad se obtiene:

_—Eb(2x3—3(m+a)x2+6amx—(3m—a)a2) sia <x <m
fy= ) (2.6)

2 3 2 2 .
m(zx —=3(m+b)x* +6bmx—(3m—b)b*)  sim <

A
=
IN
S

Dicha funcion es derivable en la moda, es decir, £ '(m)= f.'(m) =0 y ademas f(x)>0

ya que (2x3 —3(m+a)x’ +6amx—(3m—a)a2) <0y (2x3 —3(m+b)x° +6bmc—(3m—b)b2) <0.

La funcion de distribucién asociada a la distribucion bicubica viene descrita por la

expresion:

—(x—a)®*(a+x—-2m)
B (m—a)’(b-a)
= L =b)(b+x—2m) &0

(m—b)’(b~a)

sia <x <m




cumpliendo una de las caracteristicas mas importantes de las funciones pertenecientes al

sistema generador de van Dorp, F(m)= P =M , siendo F la funcion de distribucion

y M la moda estandarizada.
1.2.1 Principales Caracteristicas Estocasticas

Partiendo de la funcion de densidad descrita en (2.1), van Dorp y Kotz describen la

relacion existente entre los momentos de la funcién generadora p(y) y la funcién de

densidad g(7):

1

1

E|[ /M, p|=M"E|[x* [y |+ k (l‘fj(—l)"(l—M)”lE[x"/y/] (2.8)

A partir de (2.5), podemos describir los momentos de la distribucién biclbica, que

vienen dados por:

4M +3
= 2.9
=5 (29)
2
Var[t]:lZM -12M +13 (2.10)

300

Utilizando la expresion de la funcion de densidad de la variable x con dominio de

definicion [a,b], se obtiene que los momentos de dicha distribucion vienen descritos

por:
3a+4m+3b
E[lx]=—"tr—— = 2.11
== (211)
2 2 2
Var[x] _ 13a° +13b 12bm3—g]62m 2a(7b+6m) (2.12)

Teniendo en cuenta la relacion existente entre los momentos centrados y no centrados
podemos hallar las expresiones del coeficiente de asimetria y curtosis que vienen dadas
por:

£ 108(8M° 1202 - 34M +19)2

. (2.13)
2
49(12M —12M +13)



27(88M4 —176M° +312M % — 224M +113)
B = 5 (2.14)
7(12M2 —12M +13)

1.2.2. Estudio De La Forma De La Distribuciéon Bicubica

En esta seccion realizaremos un estudio sobre la asimetria y el apuntamiento de la
distribucion bicubica. Para ello, utilizaremos el coeficiente de asimetria y curtosis
introducidos en la seccion anterior. Para tener una idea mas clara de la forma que
presenta la distribucién biclbica, a continuacion se muestra las representaciones

graficas del coeficiente de asimetria, /£,y del coeficiente de curtosis, £, .

En la Figura (2.2) se puede comprobar que cuanto mas se aproxima M a 0.5, en el caso
de la variable estandarizada, el valor del coeficiente de asimetria tiende a cero,
indicando pues, que la distribucion es simétrica para ese valor. Hay que destacar que el
méaximo valor que toma el coeficiente de asimetria es 0.362, por tanto dicha distribucion

presenta poca asimetria.

Sin embargo, en el estudio de la curtosis, se observa en la Figura (2.3), que el
coeficiente de curtosis de la distribucion bicibica estandarizada toma valores en el
intervalo [2.410,2.579]. Teniendo en cuenta que el coeficiente de curtosis de la
distribucion normal es 3, entonces obtenemos una distribucion que tiene menor

apuntamiento que la distribucién normal. Por tanto, dicha distribucion es platicdrtica.

0,4 26

052 N\ / N /
0,16 2,48
./

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 08 1

Figura 2.2: Representacion del Figura 2.3: Representacion del

Coeficiente de Asimetria Coeficiente de Curtosis



1.3. CONSTRUCCION DE LA DISTRIBUCION BI-SENO

Para describir las expresiones de la funcién de densidad y distribucién de la distribucion
bi-seno utilizaremos, al igual que para la distribucién bicubica, el sistema generador de
van Dorp y Kotz (2203) dados por las expresiones (2.1) para el caso de la funcion de

densidad y (2.4) para la funcion de distribucion.

En primer lugar describiremos la expresion de la funcién de densidad generadora,

p(.ly). Teniendo en cuenta la Figura 3.1, la funcién de densidad asociada a la

distribucion seno es de la forma

0 0,5 1

Figura 3.1: Representacion de p(y) = 4-sen(ay)
luego, a partir de:

1. Pasa por el origen de coordenadas, p(0)=0
2. Presenta un extremo relativo eny=1; p"(1) =0

3. Presenta un extremo relativo en y=0; p"(0) =0

4. [ p(dy=1

se obtiene que la expresion de la funcion de densidad seno viene dada por:

p(y/'//)=%sen[%yj (3.1)

Por tanto, utilizando(2.1), obtenemos que la funcién de densidad estandarizada de la

distribucion bi-seno es:

%sen(%ﬁj si0 <t <M

g(tIM, p(») = . (32)
zsen(——j sSiM <t <1
2 21-M

Realizando la desestandarizacion sobre g(z/ M, p( y)) se obtine la funcion de densidad

definida a partir de la variable x, con dominio de definicion [a,b] , que viene dada por:

9



IA
=
IN
3

f(x)=

Tz 1 T X—a .
Eb—asen(zm—aj sia
(3.3)

r 1 (71 x—bj .
sen| — sim
2b—a 2m->b

donde a , m y b los valores aportados por el experto. Se comprueba facilmente que dicha

IA
=

IA
S

funcién es derivable en su valor modal, m.

A partir de (2.4) y sabiendo que la funcién de distribucion asociada a la funcion de
densidad generadora p(y/y) viene descrita por P(y/y) ﬂ—cos(%yj, se obtiene la

expresion de la funcion de distribucion bi-seno estandarizada:

M(l—cos(zijj si0 <t <M
2 M
G(tIM,P(y)) = (3.4)
M+(1—M)cos(£ij siM <t <1
21-M

Y la funcién de distribucién en x, con dominio [a,5], serfa:

'Za(l cosﬂxaj a <x <m

F)=1""" (3.5)
moa, mb oz )
b—a ba 2

verificando que F(m)=M .
1.3.1 Principales Caracteristicas Estocasticas

A partir de la expresion desarrollada por van Dorp y Kotz, (2.8), podemos hallar las
expresiones de los momentos de la distribucion bi-seno estandarizada, obteniendo que

la esperanza matematica y la varianza viene dadas de la forma:

E[I]:ﬁ—2+(:f—7r)M (3.6)
Var[t] _ 4(7[—3)—(M—1)];4(40+(7t—16)7r) (37)

y para el caso de la distribucion bi-seno en funcion de la variable x definida en el

intervalo [a,b]:

10



E[x]=a(7r—2)—m(7;—4)+b(7z—2) (3.8)

Var[x] _ —4(3a2 +4ab+3b2)+40(a+b)m—40mj +4(a+b—2m)2 7r—(m—0¢)(m—b)7z2 (3.9)

T

1.3.2 Estudio de la forma

Durante esta seccion se realiza un estudio de la forma que presenta la distribucién bi-
seno, para ello utilizaremos tanto su coeficiente de asimetria como su coeficiente de
curtosis. Haciendo uso de (2.8) y teniendo en cuenta la relacion existente entre los
momentos centrados y no centrados de una distribucién, podemos hallar las

expresiones del coeficiente de asimetria, S, y del coeficiente de curtosis, £,, de la

distribucién bi-seno:

2 A=-16+ 247 —67°
, (4+BM-BM?)

B =—(2M -1) 1247 —C (M~ ) donde < B =112-1207 +2307r2 -7°  (3.10)
C=40-167+rx

A=528—967 —487% +87°
B = 2496 —19277 — 4087% + 727° — »*

5 - A—BM +CM? - DM* + EM* donde C = 4416+ 5767 —13207° + 2327° — 4r*

? 1247~ F (M - FM?) D = 3840 +15367 — 182472 + 3207° — 67

E =1920+ 7687 —9127° +1607° — 37*
F=40-167+7"

(3.11)
En la representacion del coeficiente de asimetria, Figura 3.1, se observa que la

distribucion es simétrica cuando M=0.5, pero conforme nos alejamos de dicho valor el

coeficiente va aumentando alcanzando como valor maximo, dentro del intervalo [0,1],

0.179. Luego, dicha distribucion presenta poca asimetria.

En la Figura (3.2), el recorrido del coeficiente de curtosis de la distribucion bi-seno es

[2.193,2.233], presenta una curtosis inferior a la distribucién normal, 3.

11



2,24
0,16 1

2,23 1
0,12 \ /

2,22 -
0.08 2,21 1
0,04 - \ / 2,20 -
0 T : - : 2,19
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Figura 3.1: Coeficiente de Asimetria Figura 3.2: Coeficiente de Curtosis
distribucion Bi-seno distribucion Bi-seno

1.4. LA DISTRIBUCION BICUBICA Y BI-SENO EN LA METODOLOGIA
PERT

Los principales criterios que deben cumplir los modelos probabilisticos para ser
utilizados en analisis de inversiones en ambiente de riesgo, es que deben presentar una
media “'moderada’ y tener un valor de la varianza alto para maximizar el riesgo y no
concluir con resultados finales optimistas. Por lo expuesto, si tenemos dos
distribuciones que tienen la misma media, se elige la que tiene mayor varianza, pues
refleja mayor incertidumbre y conduce, por tanto, a resultados més conservadores. Para
ello, en esta seccion estudiaremos el comportamiento de la esperanza matematica, la
varianza y la altura modal de las principales distribuciones utilizadas en la metodologia
PERT.

Una vez obtenidos los valores pesimistas a, y optimista, 5, aportados por el experto, los

cuales determinan el rango donde fluctuara la variable x y m el valor modal, con

m €[a,b] podemos describir las distribuciones.

Para realizar el estudio de la media, varianza y altura modal se estandariza el recorrido

. . . . . X—a
de la variable x al intervalo [0,1] mediante el cambio de variable 7 = con valor
—a
m-—a
modal M = :
b-a

En la tabla 4.1 se recoge los valores esperados y varianza de las distintas distribuciones
utilizadas en la metodologia PERT e incluyendo las distribuciones biparabdlica,
bicubica y bi-seno. A partir de dicha informacion se representa los valores esperados,

Figura 4.1, y las varianzas, Figura 4.2, de las distribuciones estandarizadas.
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Variable Aleatoria x

Variable Estandarizada t

E[x]=a+m+b E[t]=M3+1
Triangular
_aV _ _ 1+M (M -1
Var[x]:(b a) +(Ts a)(m—b) Var[(] - %
E[x]=a+4m+b E[t]=4MG+1
Beta Clésica
(b-a) L
Var[x]= 36 Var[l] 36
E[x]z 3a+28m+3b E[t]z 2}\48+3
Biparabolica
_aV— _ _ —a)? 12M?% —12M +19
Var[x]=12(m a) 12(m a)(m b)+19(b a) Var[t]=—+
320 320
E[x]=3a+i;n+3b E[t]:41\io+3
Bicubica
13a® +13b% —12bm +12m* — 2a(7b + 6m) _12M? -12M +13
Var [x] = Var[t] o —
300 300
E[x]=a(;r—Z)—m(ﬁ—4)+b(fr—2) E[t]ziz—2+(4—7r)M
T v
Bi-seno [ -4(3a° +4ab+3b2)4;40(a +b)m— 40m® . Var[r] - 4(7r—3)—(M—1Li4(40+(7r—16)7r)
T
+4(a+b—2m)27r—(m—a)(m—b)7r2
”2
Variable Estandarizada t
Y 11 1 . (B-m)a-m)
Trapezoidal 3 2 3-m (%‘M)
PR E[t]= Var[t]=4 =
3 M , M-Y\m
{M“LE— M} siM > - 1 3+1M+(1—M)2——( %)2 siM > =
V- 18|42 ()

Tabla 4.1: Valores esperados y varianza de las distribuciones de la metodologia PERT
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0,9 -
0,8 _ g

07 | = Beta

06 % Bictbica

05 = Triangular
04 - === Biseno
031 Biparabdlica
0,2 .

- Trapezoidal
0,1

O T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 4.1: Comparacion de los Valores Esperados
Se comprueba graficamente que la distribucion bicubica y bi-seno tienen un valor
esperado bastante moderado ya que el valor de sus medias esta muy préximo al centro

del intervalo, por tanto, proporcionan una esperanza "centrada’.

Sin embargo, a la hora de estudiar la varianza de las distribuciones se puede observar
que la distribucion que presenta mayor varianza es la distribucion biparabolica, pero hay
que destacar que la distribucion bi-seno tiene también un valor alto. Pero en el caso de
la distribucion bicubica se comprueba que es una de las distribuciones que presenta

menor varianza, estando tnicamente la distribucién beta por debajo de ella.

0,07 }
0,06 _ .
e = e
0,05 - .
e Biseno
0,04 4 === Trapezoidal
0,03 e Triangular
0,02 | Bicubica
=== Beta
0,01 -
0 T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 4.2: Comparacion de la Varianza

Por Gltimo, estudiaremos las densidades de las distribuciones que se muestran en la
Tabla 4.2 realizando su representacion grafica. En la Figura 4.3 se destaca que la
distribucion bicubica alcanza la misma altura modal que la distribucién triangular. Sin

embargo, la distribucion que tiene mayor ordenada es la distribucién bi-seno.
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Triangular h, = Bicubica h,, =

1 7
i = i- h =
Uniforme I, P Bi-seno T 2b—a)

. a
stm < —

b—a-m+1/2 2

Biparabélica | 7, = 20—a) Trapezoidal §| /o = ;
sim < ——

b—a+m-12 2

Tabla 4.2: Alturas Modales

Biseno
e==Biclbica

Triangular
e Biparabdlica
Trapezoidal
e====Rectangular

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 4.3: Comparacion de densidades y alturas modales
1.5. GENERALIZACION DE LA DISTRIBUCION BICUBICA.

1.5.1. Aplicaciones Del Sistema Generador De Van Dorp Y Kotz Para La

Generalizacion De La Distribuciéon Biclbica De Una Rama.

En esta seccion se desarrolla la generalizacion de la distribucion bicubica mediante el
esquema multiplicativo, estudiando sus principales caracteristicas de forma y simetria.
La generalizacion de la distribucién biclbica se obtinene introduciendo un nuevo

parametro n, permitiendo que la distribucion presente una mayor flexibilidad.

Por tanto, la funcion de densidad generadora viene dada por:

() =k(y2” —%ys”j (5.1)
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1
Sabiendo que, Ik(yzn—éysnjdyzl, se obtiene que la funcion de densidad
0

generadora viene dada por:

3(2n +1)(3n +1)[ 2n _Ey3n) (5.2)

n(r)=——5 "1 3

En el desarrollo de esta seccidén denotaremos a y como la variable generadora definida

en el intervalo [0,1], utilizada en la expresion (5.2). Para el caso de la distribucion

generada por el sistema generador de van Dorp y Kotz denotaremos a 1 como la variable

generadora de dicho sistema con dominio [0,1], definiendo asi la distribucion bicubica
generalizada estandarizada SBCG,, y por ultimo, denotaremos a la variable x a la
variable desestandarizada cuyo dominio de definicion es el intervalo [a,b] , dando lugar
a la distribucion BCG, .

A partir del sistema generador de van Dorp y Kotz, se describe la expresion de la
funcion de densidad de SBCG;:

3(2n+1)(3n+1)((Lj2”_E(LT] S0 <t <M

(/ (/ )) Sn+1 M 3\M
g \t/M,p(/n))= (5.3)
1 3(2n+1)(3n+1) [1—: jz” 2( 1-¢ T" o< g <1
- St = =
on+1 1-M 3\1-M

y la funcion de distribucion de SBCG; :

32e+)(&+y) (1 (Y2 ()™ 0 <i<Mm

Bn+1 2n+1(H) 3(3n+1)(HJ ME=LE

G,(¢/M,P(/n))=

1+3(2”+1)(3”+1)(M—1)£ 1 (14 jzm_?)( 2 ( 1-1 TM] siM<t<1

5n+1 2n+1\1-M 3n+1) 1-M

(5.4)

Cuando »=1 en las expresiones (5.3) y (5.4) se obtienen la funcion de densidad (2.3) y
de distribucion (2.5).
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Si realizamos la desestandarizacion de dichas funciones, realizando el cambio ¢ = 2_“

y

M =""2 obtenemos las expresiones de la funcién de densidad y de distribucién en

—a
funcién de la variable x, cuyo dominio de definicion es [a,b], de una distribucién

bicubica generaliza de una rama BCG;:

Funcion de densidad de BCG,

3(2n+1)(3n +1) (x—a]zn_g(x—ajsn .
5n+1 m-—a 3\m—-a S
fl(x): (5.5)

3(2n+1)(3n+1) (b_x]z” Z(b—xf" .
- Stm =
5n+1 b—m 3\b-—m

Funcion de distribucion de BCG,

IA
=
IA
3

A
=

IA
S

32 1 3 1 _ _ 2n+1 _ 3n+l
(2n+1)(3n+1) m a[l(x a) _3(2 (x aj J sid <x<m

5n+1 b—al\2n+1l\m-a 3n+1)\m-a

2n+l 3n+l
l+3(2n+1)(3n+1)(m_a—lJ 1 (b—xj - 2 (b—xj sim<x<b
5n+1 b—a 2n+1\b-m 3(3n+1) b—-m

(5.6)

F(x)=

Al igual que en el caso de las funciones estandarizadas, cuando sustituimos » =1 en las

funciones (5.5) y (5.6) obtenemos las expresiones (2.6) y (2.7).
1.5.2. Célculo De Los Momentos

Para calcular los momentos de las variables 7 y x, debemos hallar primero los momentos
de la variable generadora y. Para ello, utilizaremos la expresion de la funcion de
densidad generadora

. (y) = 3(2n+1)(3n +1)(y2n _gy3nj 5.7)

5n+1 3
obteniendo que el momento de orden %, con k£>1, de la variable y, definida en el

intervalo[0,1], viene dada por la expresion

(2n+1)(3n+1)(5n+k +1)

E[yk]:(2n+k+1)(3n+k+1)(5n+1) 8)
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Luego, utilizando la expresion (2.8) de van Dorp y Kotz (2003), podemos hallar la

expresion del valor esperado y de la varianza de la distribucion SBCG,, obteniendo:

30Mn® +(18M +19)n” +15n + 2

Elt/M,p|= 5.9
[/ p] 30n° +561° + 301+ 4 ©9)
(289n° +351n% +128n +12)(2n +1)(3n +1)
Var[t/M , p]= > > - (5.10)
12(n +1) (Zn + 3)(3n + 2) (5n +1)
Por tanto, el valor esperado de la distribucion BCG; viene dado:
a(19n” +15n +2) +(30n° +18n° )m + b(19n° +15n + 2)

E[x]= (5.11)

30n° +56n% +30n + 4

En (5.11), se observar que se pondera igual los extremos. Considerando »n =1 se obtiene

que la ponderacion de la moda es superior a la de los extremos

3a+ 4m + 3b
E[x] =% (5.12)

sin embargo, la ponderacién de la moda es:

30n° +18n?

5.13
30n° +56n% +30n + 4 ( )

Se comprueba en la expresion (5.11), que en el valor esperado de la distribucion
bicUbica generalizada de una rama mediante el proceso multiplicativo, aparece el
parametro » ponderando los extremos y el valor mas probable, al igual que ocurria con
la distribucion biparabolica, Garcia (2007) . Este hecho es destacable, ya que en el resto

de distribuciones el parametro solo pondera a m, como se observa en la Tabla 5.1.

Si hallamos el valor de » que pondera de igual forma a los extremos que al valor mas

probable se obtiene que, resolviendo la ecuacion 19n* +15n+ 2 =30n° +18n?,
n=0.781874, pero como n >1 entonces no podemos hallar un valor de » que pondere

de igual forma a los extremos y a la moda. Hay que destacar que como

19n° +15n + 2 <30n° +18n* la distribucion BCG, pondera més a la moda que a los

extremos, Vn >1.

18



Media

_a+km+b
k+2

Beta Generalizada

a+(n—1)m+b

TSP =
a n+1l
b 1
Pearson 7] =w; b==—
s+2 S
2
BPG, ﬂza(7n+2)+6n m+b(7n+2)
6n° +14n+4

a(19n2 +15n + 2) + (30113 +18n2)m + b(19n2 +15n + 2)

BCG,
30n° +56n% +30n+4

Tabla 5.1: Valor Esperado de la variable aleatoria x
en distintas distribuciones subyacentes

Con el objeto de analizar el comportamiento de la distribucion SBCG,, se presenta en

la Figura 5.1, la funcion de densidad de la distribucion bicubica generalizada para
distintos valores de M y n. En dichas representaciones se observa que aumentando el

tamafo de », la funcion de densidad tiende a concentrarse en un punto.

Para valores de n mas proximos a uno, y con M #0.5 la funcién de densidad es
asimetrica, sin embargo, cuando M =0.5 la representacion que adopta es casi
simétrica, parecida a la funcion de densidad de una distribucion normal. Por tanto, la
distribucion bicubica retne las condiciones para poder ser aplicable en el ambito del
PERT, ya que es una funcion de densidad asimétrica y simétrica dependiendo de los

valores que consideremos de My n 'y ademas el recorrido de la variable esta acotado.

M=0.2
2 12 g
10
1.5 5 g
s :
; ) .
0.2 04 0.6 0.8 1 " 0.2 04 06 08 1 " 0.2 0.4 06 0.8 1
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2 12 35
30
1.5 12 25
20
1 6 5
0.5 4 10
2 5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1
M=0.5
2 12 35
is 10 30
- 8 ;g
1 i 15
0.5 10
2 5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘ 0.2 0.4 06 0.8 1 ‘ 0.2 04 0.6 0.8 1
M=0.7
2 12 35
30
1.5 12 25
20
1 6 15
0.5 4 10
2 5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1
M=0.9
2 12 35
30
1.5 l(; 25
20
1 6 s
0.5 4 10
2 5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 " 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Funcién de densidad para distintos valoresde My n=1.1,n=10,n = 30

1.5.3. Estudio De La Asimetria Y Curtosis De La Distribucion BCG,

Haciendo uso de la relacion de los momentos de la funcion generadora p(y) vy la

funcion de densidad g(¢), desarrollados por van Dorp y Kotz (2003):
k
E[¢"/M,p|=M"E[x" [y ]+ z(k j(—l)"(l— MY E[x'fy ] (5.14)
i=0\ !

podemos hallar los momentos centrados respecto a la media para obtener las
expresiones del coeficiente de asimetria y de curtosis de la distribucion bicubica

generalizada, cuyas representaciones graficas vienen dadas en las Figuras 5.2 y 5.3
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Figura 5.2: Coeficiente de Curtosis

Figura 5.3: Coeficiente de Asimetria

En la Figura 5.2 observamos que el coeficiente curtosis alcanza como maximo la

distribucion BCG;, es de aproximadamente 6, presentando por tanto, un coeficiente de

curtosis superior al de la distribucion normal. Luego, podemos concluir que la

distribucion bicubica generalizada de una rama es una distribucion leptocuritca.

En el caso del coeficiente de asimetria se observa en la Figura 5.3 que, cuando el

tamafio de » va aumentando entonces el coeficiente se aproxima cada vez mas a 4.

2. CONCLUSION

En este documento se ha desarrollado dos distribuciones, bicubica y bi-seno, como

posibles alternativas para ser aplicadas en la metodologia PERT.

Después de los estudios realizados sobre dichas distribuciones podemos concluir que
dichas distribuciones son buenas candidatas para ser utilizadas en la metodologia PERT,

mejorando incluso algunas de las caracteristicas de las distribuciones usadas

habitualmente.
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Resumen

En este trabajo se propone un modelo de crecimiento econdmico enddgeno con comercio de derechos de emision.
Una empresa localizada en un pais firmante del Protocolo de Kyoto tiene que determinar la politica 6ptima de
inversion en capital fisico y tecnolégico. Ambos tipos de capital son esenciales para la produccion, mientras que el
capital tecnoldgico también reduce el ratio de emisiones por unidad de output. El pais utiliza el comercio de derechos
de emisién para cumplir con sus compromisos de reduccion de emisiones con un menor coste en términos de
crecimiento econémico. En el mercado internacional de derechos de emision bajo el auspicio del Protocolo de Kyoto,
la transferencia de derechos de emision, banking, de un periodo de compromiso a otro no esta permitido, por lo que el
valor de los derechos de emision al final de cada periodo es nulo. El objetivo principal de este articulo es analizar
cudl es el efecto sobre las principales variables econdmicas de la empresa de permitir el banking entre periodos. Para
ese fin, el modelo planteado se resuelve mediante un algoritmo numérico que nos permite obtener el comportamiento
optimo bajo dos escenarios: con y sin banking entre periodos. Estos dos escenarios se comparan tanto en términos de
crecimiento econémico como en logros de reduccion de emisiones. A su vez se lleva a cabo un andlisis de
sensibilidad de los diferentes parametros del modelo bajo ambos escenarios para analizar la robustez de los
resultados.

Palabras clave: Comercio de derechos de emisién, Control de la contaminacion, Control 6ptimo,
Acumulacion de derechos.

Abstract

We set out a model of endogenous economic growth with emission trading. A firm located in a signatory country of
the Kyoto Protocol has to determine optimal investment policies for physical and abatement capital. Both types of
capital are essential for production, while the latter also reduces the ratio of emissions per unit of output. The country
has access to emission rights trading so as to reach growth attaining its emissions reduction compromise. In the
international emission trading market proposed by the Kyoto Protocol, the banking of emission rights from one
period to another is not allowed, so the value emission rights at the end of each period is null. The main purpose of
this paper is to analyze the effects of allowing emission rights banking between periods. To that end we develop a
numerical algorithm to compute the optimal behaviour of the firms under two scenarios: with and without emission
rights banking between periods. We compare these two scenarios in terms of economic growth and environmental
achievements. A sensitivity analysis to variations of the different parameters of the model is carried out in both
scenarios.

Key words: Emission Trading, Pollution Control, Optimal Control, Banking.
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1. Introduction

The environment has played an important role in the economy as a supplier of
productive inputs which are essential to obtain a higher economic growth. However, the
use of the environment as a store of industrial waste has carried out some environmental
problems, being the Climate Change one of the most important. This problem not only
has environmental implications, but also economic consequences, especially significant

for the economic growth.

The Kyoto Protocol, adopted in 1997 and entered into force in 2005, constitutes one of
the most important steps towards preventing Global Warming, which struggle started
some years ago by the United Nations Climate Change Convention adopted in 1992 at
the Rio Earth Summit. According to this agreement, the signatory developed countries
have to reduce their aggregate emissions by at least a 5% below those in 1990 (that
percentage is not the same for all the signatory countries). Because the reduction efforts
increase production costs®, the Protocol defines three flexible mechanisms to cut down
these costs: Joint Implementation, Clean Development Mechanism and Emission

Trading.

Countries like USA and Canada have implemented their own emission trading systems.
However, the European Emission Trading Scheme (EETS), created by Directive
2003/87/EC for the UE members and started in 2005, is the prime candidate to become
the emission trading regime internationally accepted, since it encompasses emission

rights buyers’ and sellers’.

The basic idea of this new mechanism was given by Coase (1960), who set the idea of
assigning property rights to the environment. Nevertheless, it was applied to

environmental problems in Dales (1968) and Montgomery (1972).

According to the EETS, the transfer of unused allowances from the first period, 2005-
2007, to the Kyoto Protocol commitment, 2008-2012, is banned. Nevertheless, banking
is allowed within each compliance period. This Scheme has forbidden banking by

means of limiting the life of allowances to the period for which they are issued.

1 Memo/04/44.



Our paper studies a dynamic economic growth model with emission trading taking into
account the fact that banking between compliance periods may or may not be banned.
Among the authors who analyze the relationship between the emission rights trading
and the economic growth, Stockey (1998) and Grimaud (1999) can be cited. These
authors analyze how emission trading, as well as other control instruments, affects
growth. In this kind of literature, which studied economic growth and emission trading,
we find authors like Ono (2002), who in an overlapping generations model of growth,
considers a government that controls emissions by assigning emission quotas and
permits that firms can freely trade. This author finds that although the decrement in
quotas reduces current emissions, it could result in environmental deterioration in the

long run.

There is a huge theoretical literature about the economic efficiency of allowing banking.
Many of the works show that the use of banking reduces overall compliance costs by
allowing for inter-temporal flexibility, (see, for example, Boemare & Quirion (2002) or
Ellerman et al. (2003)). Haites (2006) sets out that without banking the firms make their
abatement investments “just in time” to reduce emissions during the compliance period,
the rate of non-compliance period is likely to be higher and the price rises sharply or

falls to zero at the end of each compliance period.

An empirical analysis is carried out by Schleich et al. (2006). These authors analyze the
implications of a ban on banking in the EETS when initial emissions targets are lenient
by means of a simulation carried out in Germany. They show that a ban on banking
would lead to efficiency losses in addition to those losses which arise from the lack of

inter-temporal flexibility.

Dynamic approaches to model the emission rights trading and banking can be found in
Rubin (1996) and Cronshaw & Kruse (1996). Both papers analyze that under certain
conditions, like absence of uncertainty or competitive behaviour, an emission trading
mechanism with banking and borrowing, achieves the emissions reduction at a lower
cost. Stevens & Rose (2002) constitutes an extension to these studies, incorporating an
explicit restriction on emission trading. They observe that the decentralized behaviour

of the firm leads to the least cost solution.



In this paper we analyze, by means of an endogenous economic growth model with
emission trading, the optimal decisions of a firm that belongs to an annex B country of
the Kyoto Protocol. This company has to determine the optimal trade-off between
investment in physical capital, which fuels production and hence emissions, and
investment in technological capital, which enhances final output but reduces the
emissions per unit of output. Furthermore, this company has to determine the timing for
buying or selling additional emission rights in the emission permits market, in order to

reduce the cost of compliance.

As we previously stated, the transfer of unused allowances from once compliance
period to another is banned. However, we add this possibility in our analysis, solving
the model under two alternative scenarios, with and without banking between periods.
The optimal time paths for investment in physical and technological capital, as well as
for the amount of emission rights traded in the market are obtained. The comparison of
the results under both scenarios illustrates the effect of allowing banking from one
compliance period to another on the optimal capital investment and emissions. A
sensitivity analysis with respect to different model’s parameters is carried out for two
scenarios that depend on whether transfer of unused allowances from one compliance

period to another is or is not banned.

The paper is organized as follows. Section 2 presents the model of economic growth
with emission trading. In section 3 we develop a numerical algorithm to solve the
model under two scenarios: with and without banking between compliance periods. In
section 4 a sensitivity analysis of the model outcomes has been carried out for each

scenario. Finally the conclusions are showed in section 5.

2. The model
We consider a firm located in a signatory country of the annex B part of the Kyoto

Protocol, and as such it is required to reduce its CO, emissions. Two types of inputs are
involved in the productive process of this company: physical capital, K, and
technological capital, h. The latter is also used as abatement capital to improve the
efficiency of physical capital in terms of generating lower emissions. In other words, an
increment in technological capital reduces the emissions per unit of output (see, for
example, Van der Ploeg & Zeeuw (1992) or Jorgensen & Zaccour (2001)). We assume a



Cobb-Douglas  production  function in these two types of capital
Y (K (t),h(t)) = AK (t)h(t)*=, A>0, where o <(0,1).

The accumulation through time of both capital stocks depends on the investments
carried out by the firm and the depreciation rates. Thus, the temporal evolutions of these
capital stocks are described by:

K(t)=1%(t)-5,K(), K(0)=K,>0, (1)
h(t) = 1"(t)-&,h(t), h(0)=h,>0, 2)

where, 1%(t), I"(t) denote investment in physical and technological capital,

respectively, while constants 5, and &, are the positive depreciation rates.

Quadratic costs are associated with the investment in both types of capital. These

investment cost functions are defined as C,(17)=c,(1')?/2, ¢,>0, Vj=K,h.

The productive process of the final good is associated with an undesirable by-product:
the emission of pollutans. Emissions are considered proportional to the final output.
However, the proportionality factor is not an exogenous constant, but a downward
sloping and convex curve of the technological (and abatement) capital. Thus, emissions
are defined as e(t) = f (K(t),h(t)) =h(t)?y(t) = AK(t)*h(t)***, where f>1-«.

In order to reduce its emissions and achieve the compromise assumed with the signature
of the Kyoto Protocol, the firm has two possibilities. On one hand, it can invest in
abatement capital to reduce emissions per unit of output. On the other hand, the firm can

participate in the international emission trading so as to reduce the cost of Kyoto.

Taking into account a Cap and trade system, the signatory country fixes an emission
quota for the company at a level S. This level is constant through the planning period,
as UE members have fixed for the pre-Kyoto period, 2005-2007. Moreover, it is
assumed a Grandfathering allocation system so the firms receive emission permits free

of charge according with their past emissions.

Taking into account this mechanism, a company that emits below its quota generates a

surplus of emission rights®>. This surplus can be either accumulated for the future, or

2 According to the law 1/2005, which regulates the Spanish emission trading system, an emission right is
defined as “the subjective right to emit one equivalent tone of CO during a certain time”.



traded to other companies that demand additional emission rights. The purchase (sale)
of emission rights in this market is represented by a positive (negative) value of the

variable z(t). We assume that the amount of emission rights that can be purchased
(sold) in this market is bounded by z,, >0 (resp. z,, <0). We consider that the price of
the emission rights, p(t), is exogenous to the model. Its time path is described by an
affine and upward sloping function, p(t)=p,+ pt, p,. p, >0. This function represents the

company’s expectatives about the evolution of the price of these rights. Although for
the European Emission Trading Scheme the price of the emission rights has experienced
a decreasing path as far as we are approaching the end of the experimental period, 2005-
2007, the hypothesis of a growing price is supported by several studies like Bernard &
Vielle (2002) or Soberg (2000), between others. Statistical analyses also support this
hypothesis, (see, for example, the actual evolution of emission rights prices to be traded
in the future international market by CIMD Agencia de Valores).

Following Rubin (1996), emission rights can be accumulated leading to the dynamic

equation:
B(t)=S —e(t) + z(t), B(0)=0,B(t)>0,B(T)>0, (3)

where B(t)>0 implies that firms can accumulate, but they are not allowed to borrow

emission permits when an ETM exists.

According to this equation, the accumulated amount of emission rights at time t, B(t),

depends on the emission quota imposed by the government of the signatory country, its

actual emissions, e(t), and the emission rights traded in this market. In the current

regulations of ET in the UE as well as in the Marrakech accords® unused allowances at
the end of the current compromise period of five years cannot be transferred into the
following period, in other words, the possibility of transfers between compromise
periods is not allowed. Since the stock of the accumulated emission rights cannot be

negative, B(t)>0, the optimal management of this stock is linked to a null stock at the

end of the planning period, B(T)=0. The main question of this paper is how this

® The Marrakech accords are a set of agreements which gives all the details about the Kyoto Protocol
application. In particular, we point out the decision 18/CP.7.



constraint of no emission rights transfers between periods may affect the optimal
decisions of the company and thus, the accumulation of both capital stocks and the
emissions of pollutants through time. Thus, we analyze and compare two scenarios

depending on whether this restriction is fulfilled.

The company seeks to maximize the net benefit through the compromise period. At any
time, t, this net benefit can be written as:

TI(t) =Y (K (t),h(t)) - C (1 (1) - C, (1" (1) - 2(t) p(t) -

This net benefit is defined as the production income, considering a unitary price for the
production good, minus the cost of investment in both types of capital. The last term
represents the cost of the emission rights traded by the firm, if the company is a net

buyer of emission rights, or a revenue, if a net seller.

Summarizing, the economic growth and emission rights trading problem that the firm

has to solve, can be written as:
!\{Lagsfg [T(t)dt + g K(T)* + g,h(T)™ + g, In(1+ B(T)), (4)

st: (1),),0), z,,<z(t) <z, .

Along the planning period, [0,T ], the firm determines its investments in physical and
technological capitals, 1%(t) and I"(t), as well as the amount of emission rights to buy
or sell, z(t), at any time. The last three terms in the objective functional are the salvage

functions, which represent the value that the entrepreneur gives to the physical and
technological capital stocks and to the possession of emission rights at the end of the
planning period, respectively. Constants g, , g, and g, are the subjective value that the
company gives to the possession of each type of capital and emission rights at the end
of the compromise period. The value of last parameter, g,, depends on whether
banking between periods is or is not allowed. When banking between periods is banned,
then g, =0. By contrast, when banking is permitted, g, >0 and its value represents the
expectations about how restrictive the next compromise period will be: the more
restrictive the firm’s expectation about the tightness of next compromise period, the
higher the value of g, .



The Hamiltonian function for the company reads”:

H @1 KB 2 2y 25) = AR =S =217 2y + )+ A1 = 6K) + 2,17 = 50) + 4y (S - AK N +.2)
where A4.,4, and A, are the costate variables associated with physical capital,
technological capital and accumulated emission rights. These shadow prices represent
the marginal value of additional units of the corresponding stock.

In this problem we have non-negativity constraints in the accumulated emission rights
and in the number of rights traded in the ETM. For constraint B(t)>0, let us note that at
any time when B(t) >0 the constraint is not binding and it can be ignored. Nevertheless,
when B(t)=0 we have to be sure that the amount of accumulated emission rights does
not decrease further. Thus, we use B(t)>0 as a constraint so that B does not become
negative. When B=0 we associate the multiplier 7 to restriction B(t)>0. To make
things simple, we impose an “either or” condition, »B=0, so the multiplier take a null

value whenever B>0. Therefore, the Lagrangian function can be written as:
L(Z’ I K7Ih’K’h’B’ﬂ’Klﬂ’n'ﬂ’B): H +UB'+/’11(Z_Zmin)+ﬂ2(zmax _Z) "

Assuming interior solutions, to obtain the first order conditions for both models, we
equal to zero the partial derivatives of the Hamiltonian with respect the control

variables. The number of emission rights traded in the ETM is a bang-bang function:

Z o —(p, + pit) + 45 >0,
Z= 2E[Zmin'zmax] _(po+p1t)+lB=0' (5)
Zmin _(po + plt) +ﬂ’B < 0’

and the investment in each capital stock reads:

koA A (6)

- 1
c C,

K

Taking partial derivatives of the Lagrangian with respect to the costate variables. the

first order conditions and the transversality conditions are:

A =82 = A 4 (2 + ) ArK = o0, 7, (T) = g (T), (7)

* Henceforth we omit time arguments when no confusion is caused by doing so.



Ao =8, = ApK e + (2, + ) Ao = B)K h =, 2,(T) =g, (L-a)h(T) ", (8)

) > Os :L P
=0 AM2 e [w) s it Bm>0j, )
n=p—As—t+u,, (10)

together with the complementary stackness conditions:

1,20, 1(z-2,,)=0,

1,>0, 11,(z,, —2)=0,

n>0, nB=0, nB=0. (11)

The optimal amount of emission rights traded in the ETM, z, is given by the bang-bang
solution in (5). Its value is determined by the price of the emission rights and the
marginal value of the accumulated emission rights. The optimal behaviour for this
company is to choose the maximum (minimum) value of z when p<A4, (p>4,). The
firm purchases (sells) emission rights at the maximum rate when the price of the
emission rights is below (above) the marginal value of B. From equation (9) follows
that 4, is constant. Thus, the higher this value, the longer the firm is buying emission
rights and hence, the larger this firm is accumulating emission permits. Within this
context we distinguish two scenarios depending on whether banking between periods is

or is not allowed. The optimal solution of z is different under both scenarios.

From condition (11) it follows that the optimal number of emission rights traded in the
ETM is as given in expression (5) as long as the amount of accumulated emission rights

is positive. However, when there are no emission rights at stock, B(t)=0, this stock
cannot decrease further. Therefore, the minimum value of z is no longer, z,, <0, but a
new value Z=e-S, which makes B=0, i.e. B remains motionless, no emission rights

are accumulated.

First order conditions (6) show that the optimal investments in physical and

technological capital are linear functions of the shadow prices of their respective stocks.

From equation (9) the costate variable 4,is a constant, which value has to fulfil the

transversality condition. That condition states that %21+?3B(T) (= if B(T)>0).



Therefore, when banking between periods is not allowed it is not optimal for the firm to

maintain a positive stock of permits at the end of the compromise period. Thus, B(T)=0
and the transversality condition reads 4,>g,. Conversely, when banking is permitted

the firm could be interested in a positive stock of permits at the end of the planning

horizon. In that case, with B(T)>0, the transversality condition implies

We have to solve a two-point boundary value problem with six non-linear differential
equations, (1), (2), (3), (7), (8) and (9). No analytical solution has been found for this
complex problem. Thus, numerical integration has been carried out as it is explained in

the following section.

3. Numerical characterization of optimal time paths

In this subsection we develop a numerical algorithm in order to solve the dynamic
model of economic growth and emission trading. The optimal time paths of the control,
state, and costate variables are obtained under both scenarios, with and without banking
between periods. This is a two-point boundary value problem with initial values for the
state variables and final values for the accumulated amount of emission rights as well as
for the costate variables (given by the transversality conditions). The bvp4c routine in

MATLAB is a well known tool to solve this type of problems.
We have considered the following parameter’s values:

Table 1: Initial parameter’s values

T_2 | A=03 | S=¢e(0)066 | 4-06 | f=06 | Ky=22 | h,=09 | 5,=01 | 5 =01

c=1]¢c=1 p, =0.001 p,=003 | g,=05 | g,=05 Zowx =1 | Z,=-1

These values fit a firm with an initial physical capital stock, K,=2.2, above the initial
technological capital stock, h,=0.9. The response of emissions to increments in
technological capital, p=0.6, is higher than the output elasticity of this capital,

1-a=0.4. Thus, the direct reduction in emission due to a higher technological capital is

stronger than the increment in emissions associated with the increment in output

10



produced by this higher h. Initial emissions, e(0)=AK¢ hi*#=0.4917, are above its
quota, S=¢e(0)0.66=0.3243. The firm has to make an effort in pollution cutting

investment and or it must buy emission rights in the ETM. The depreciation rates,

o, =96, the investment costs, c,/2=c,/2, and the value given by the entrepreneur at the
end of the time period, g, =g, , are identical for both types of capital. We finally assume

an entrepreneur that expects an increment in the prices of the emission rights through

time. For simplicity a constant growth rate, p,, is considered.

Under the first scenario, where banking between periods is banned, the company does
not value the possession of emission rights at the end of the compromised period, so

g, =0. According to equation (9) 4, =0, and thus, the optimal path of 4, is a constant

through the whole time horizon. To determine this constant, we integrate the system

taking the shadow price A4,(t) as a constant. For each constant 4, we defined the value

function as V(/lﬁ):iH(t)+gKK(T)“+ghh(r)1-“. With MATLAB we obtain V(4,) for

each value of 4, within interval [O,ZB}, where 1, is the maximum value of A, for
which the accumulated amount of emission rights is null at the end of the compromise
period, B(T)=0. This value is defined as the marginal value of emission rights when
banking between periods is banned, and it is constant through the planning period. The
numerical integration shows that V(4,) is a monotonous growing function. Therefore,
the maximum value is obtained for the maximum 4, = 4, . Since banking between period
is not allowed, the optimal value of £, is that for which the optimal path of B grows at
a maximum rate within a first subperiod and decreases at the fastest rate within a second
subinterval, reaching zero only at the end of the compromise period 4, =0,03575,
which complies with the transversality condition. Once the optimal constant value of A,
has been computed, the two-point boundary value problem can be integrated using the

bvp4c routine in MATLAB.

In a second scenario, we consider that banking between compromise periods is allowed.
Under this assumption there are two possibilities depending on how the firm values the
possession of emission rights at the end of the planning period. If the company expects
a soft compromise after Kyoto, i.e. if the company values the possession of unused
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allowances to transfer to the next period below or above a given bound, given by 4, . If
the value that the company gives to emission rights at time T is not high enough,
g, <4, , the firm behaviour is equal to the case in which banking is banned. The firm

accumulates rights within a first subperiod and reduces the stock of emission permits
henceforth up until the stock B vanishes at the final time, T . Conversely, if the

company values the possession of unused allowances above 4, the company does not

deplete the stock of rights completely, but it saves some emission rights for the next

compromise period, B(T)>0. Transversality condition in (9) now reads 4,(T) :HEIJBW’

where B(T) is the final value of the optimal trajectory of B. In this situation, the
constant optimal value of 4, is directly obtained from the numerical integration through

the bvp4c routine in MATLAB. For g, =0.08, the optimal value of 4, is 0.046534 .

In this second scenario, regardless of whether g, is greater or lower than A, for these
parameter’s values, the initial investment in physical capital is larger than the
investment in technological capital, decreasing the investment in both capitals through
time. When the firm values the possession of emission rights above 4., the higher this
salvage value, g,, the lower the growth in the physical capital stock (see Figure 1) °.
Conversely, technological capital displays the opposite behaviour (see Figure 2). When
banking is not banned and the company sufficiently values the possession of a surplus
of emission rights at the end of the planning period, the firm increases its effort in
abatement capital and invests less in physical capital to reduce emissions and attain a
surplus in emission rights. Thus, when the company values the possession of emission

rights below the given bound, g, <4, , production is higher (see Figure 3), an so is the
value function. In our numerical integration for g,=0.032<, the value function is

V =44.25905, while for g, =0.08> 1, the value function is V =42.89655.

> All figures present a double scales for the two plots depicted on each of them.
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With respect to the emissions, under both scenarios they are decreasing through time,
although they are above the emission quota, S. Furthermore, emissions are higher for
0. <4, than for g,>/4, (see Figure 4). Initially, with initial emissions, e,, above its
quota, S, and with no initial emission rights, B(0)=0, the firm must buy permits to
achieve its quota. Furthermore, with a growing expected price of the emission rights,
the firm purchasing effort will be stronger at the beginning, buying at the maximum
level, z=1. When the price of the emission rights reaches the marginal value of the
emission rights, A, the firm’s position in the ETM turns into a net seller, being z=-1
(see Figure 5). When banking between periods is feasible and the firm highly values the
possession of a surplus in emission rights at the end of the planning horizon, the period
in which the firm acts as a net buyer last longer than when this surplus is not valued.
Within this buying period, not used emission rights are accumulated to be used or sold

in the future, B(t)>0. After this first period, the amount of these accumulated emission

rights starts to fall until the end of the planning period. When the firm highly values the
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possession of the surplus of emission rights at the end of the planning period, g, > 4, , it
keeps a surplus of emission rights at time T, B(T)>0. Conversely, when g, <A, then
B(T)=0 (see Figure 6). The change from a positive to a negative slope in B is related

with the change from a rights-buyer position, z >0, to a net seller of permits, z<0. This

switching time matches in both cases, as we can see comparing Figures 2 and 3.

Figure 4 Figure 5
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4. Sensitivity analysis

In this subsection we carry out a sensitivity analysis of the model outcomes, with and
without banking between compliance periods. To that end we study the firm reaction to
a 10%-change in the value of the more relevant parameters under two scenarios. The
first scenario assumes that either banking between periods is banned or is allowed, the

salvage value of B, g,, is so small that no emission rights are accumulated at the end of

the period. Under the second scenario, banking between periods is feasible, and the

salvage value of B is high enough to lead to a positive B(T).
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In general, this 10%-change affects most variables in the same direction and with
similar intensity under both scenarios. We can find some exceptions to this behaviour.
On one hand, the accumulated amount of emission rights, B, is differently affected
under each scenario. On the other hand, although a change in the salvage value of

accumulated emission permits, g,, does not generate changes in the model outcomes

when banking between periods is forbidden, it does modify these results when banking

is allowed and g, is sufficiently large.

An increment in the depreciation rates, &, and &,, or in the investment costs of physical
and technological capital, ¢, and c,, reduces investment in both types of capital, so the

output of the firm decreases at a high speed. With respect to the emissions, they
decrease faster when the investment cost or the depreciation rate of physical capital are
higher. In contrast, an increment in the investment cost or in the depreciation rate of
technological capital leads to higher emissions. With respect to the emission rights
accumulated along the period we have to distinguish between the two scenarios. In the

first scenario g, <A,, and no permit is maintained as a stock at the end of the planning
period, B(T)=0. In this case, a higher &, or c, reduces emissions and then, the firm

accumulates emission rights faster at the beginning of the period, when it is a net buyer,
while the stock of emission rights is faster reduced within the second subperiod which

ends up with B(T)=0. By contrast, a higher &, or c, increases emissions, and the effect

on the accumulated emission rights is the reverse. In the second scenario, the amount of

emission rights accumulated at the end of the period grows with &, or c, and decreases
with ¢, or c,. Finally, the marginal value of the accumulated emission rights in the first
scenario, 4,, behaves likewise as emissions. Therefore, a higher 5, or c, reduces A,
and thus, increases the probability of g, > 4,, i.e. the probability of a positive stock of
emission rights at the end of the compromise period when banking between periods is
allowed.

An increment in initial physical and technological capital, K, and h,, and in the

marginal value that the entrepreneur gives to the possession of both types of capital at

the end of the compliance period, g, and g,, produces the opposite response of

variables in the model, as the one described to increments in &, , &,, ¢, and c, .
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A 10% increment in the elasticity of the physical capital in the production function, «,
implies higher physical and technological capital stocks and also a higher production.
As a consequence of greater production, emissions are higher. This implies that the
accumulation of emission rights is lower under both scenarios and 4, is higher too.
Therefore, the likelihood of a positive stock of emission rights at the end of the period is

smaller.

The stronger the response of emissions to increments in abatement capital, g, the
greater the stock of physical and abatement capital and, as a result, the higher the final
production. At the beginning of the compromise period the increment in emissions
associated with a higher production is stronger than a higher abatement capital.
However, from a certain moment on, the higher abatement capital offsets the greater
production and thus, emissions are lower. As a consequence, the firm accumulates a
higher amount of emission rights. On the other hand, the marginal value of emission

rights when banking between periods is banned, 4, , is lower, and so, the possibility of a

positive B(T) increases.

If the emission objective S is relaxed from e(0)0.66 to e(0)0.726, less effort is carried
out in technological capital, decreasing this stock. On the other hand, a less restrictive
objective leads the firm to enlarge production by increasing physical capital. Higher
physical capital and lower technological capital increase the flow of emissions.
However, the accumulated amount of permits is higher along the whole time period, due
to the increment in its quota. The marginal value of the accumulated emission rights in
the first scenario, 4,, is lower and so, a positive final stock of emission rights is more
likely.

The effect of a change in the expectations about the price of the emission right price can
be decomposed in two parts: first, a variation in the initial price, p,, from 0.001 to
0.0011; second, a variation in the expected growth rate of this price, p,, from 0.03 to
0.033. An increment in any of these parameters leads the firm to invest more in
technological capital and less in physical capital. The combination of these two effects
leads to lower emissions. At the same time 4, is higher, decreasing the probability of a

positive amount of emission rights stored at the end of the compromise period to be
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used in the next compromise period when this transfer between periods is allowed. If
the firm expects that the price will grow faster, the firm initially buys a greater amount

of permits. Under the second scenario, with g, > 4,, the period of rights-buyer is shorter

and thereafter permits are sold to a higher extent. In consequence, the accumulated
amount of permits is greater at the beginning and lower at the end, finishing with a
lower B(T).

When banking between periods is forbidden, the salvage value of accumulated emission
permits, g, , is zero, and the sensitivity of the model to changes in this parameter has no
sense. However, when banking is allowed, two situations can be studied. If the salvage

value of B is lower than its marginal value when banking was not allowed, g, <4, , the
value of g, has no relevance as long as it remains below A,. Nevertheless, when
banking is allowed from one compliance period to another and g, > 4,, an increment in

g, has the same effect as the increment in prices previously analyzed.

5. Conclusions

This paper analyzes the optimal decisions of a firm that belongs to an annex B country
of the Kyoto Protocol. This company has to determine the optimal trade-off between
investments in physical and in technological capital. Both capitals are essential inputs in
the production of final output, but the latter also reduces emissions per unit of output,
helping the firm to fulfil with its quota. In order to reduce the cost of compliance, the
company has to determine the amount of emission permit to buy or sell additionally in

the emission permits market.

The transfer of unused allowances is allowed within the compliance period, although it
is banned from one compliance period to another. We analyze how the relaxation of this
prohibition may affect our analysis. Thus, we solve the model under two alternative
scenarios, obtaining the optimal time paths for investment in physical and in

technological capital, as well as for the amount of emission rights traded in the market.

The economic growth model with emission trading has been solved numerically using
an algorithm implemented in MATLAB. When banking is banned the firm does not
value the possession of emission rights at the end of the planning period, so the

accumulated amount of permits at that time is zero. In contrast, when banking between
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compromise periods is allowed two possibilities arise, depending on the firm’s salvage
value of accumulated emission permits with respect to its marginal value when banking
between periods is banned. When the former is lower, the firm’s behaviour matches
with and without banking. In contrast, when it is higher we obtain a different behaviour.
The comparison of these two different outcomes illustrates the effect of allowing
banking from one compliance period to another in the economic growth as well as in the

compliance of the Kyoto Protocol objective.

Allowing banking between compliance periods, when the salvage value of accumulated
emission permits is sufficiently higher, implies a larger technological capital and a
lower physical capital, obtaining lower production. The possibility of banking between
periods implies less emissions and higher accumulation of emissions permits. In fact,

the amount of accumulated emissions rights at the end of the planning period is positive.

Finally, a sensitivity analysis has been developed for both scenarios. In general, changes
in parameters’ values have the same effect and similar intensity under both scenarios. In
both cases, a 10%-increment in the investment costs and depreciation rates of both
capitals implies lower capital stocks and production. By contrast, an increment in the
initial values of physical and technological capital; in the salvage value of both capitals;
in the technological capital elasticity; in the marginal productivity of physical capital,
and in the response of emissions to increments in abatement capital have a positive
effect on both capital stocks an in production. This sensitivity analysis has showed that
the effect on emissions of a change in parameters’ values is the opposite of the effect on
the marginal value of emission rights when banking between periods is banned.
Therefore, when emissions fall, the marginal value increases, making a positive final

stock of emission rights less likely.

To summarize, allowing banking between periods leads the firm to reduce investment in
physical capital and to increment investment in technological capital. In consequence,
emissions are lower. Further, if the firm expects a restrictive future agreement, it may
keep a positive stock of emission rights at the end of the planning period which will be

used in subsequent compromise periods.
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Resumen

La utilizacién del método de valoracion contingente es bastante frecuente en el campo de los bienes publicos, pero
para el caso de los bienes culturales es relativamente reciente y, en particular, en Espaiia el nimero de aplicaciones
hasta la fecha es muy limitado. Entre las ventajas de este método tenemos el hecho de que permite realizar
estimaciones del valor de uso directo y de uso pasivo, en funcion de que la encuesta de valoracion se dirija al publico
visitante o al publico potencial. Sin embargo, hay una poblacion de interés, dificil de delimitar en la practica, que esta
formada por publico experto o especialmente atraido por el objeto cultural. En el presente trabajo, se ha hecho un
estudio de valoracion econdmica del Museo Patio Herreriano de Arte Contemporaneo Espafiol, en el que se refleja el
valor de uso directo, el valor de uso pasivo, y el valor asignado por el publico interesado, con estimaciones
comparadas entre visitantes explicitos del museo, ciudadanos de Valladolid y asistentes a la Feria de Arte
Contemporaneo de Madrid.

Palabras clave: Economia de la Cultura, Economia del Patrimonio, Valoracién Contingente, Disposicion
a pagar.

Abstract

The use of the contingent valuation method is quite frequent in the field of the public goods, but for the case of the
cultural goods it is relatively recent and, in particular, in Spain the number of applications so far is very limited.
Among the advantages of this method we have the fact that it allows to carry out estimates direct use and passive use
value, when the survey of valuation goes to the public visitor or the potential public. However, a population of
interest -difficult to define in the practice- exists, formed by expert public or specially attracted by the cultural object.
In this paper, a study of economic valuation of the Museum Patio Herreriano of Spanish Contemporary Art has been
made, in which the direct use value, the passive use value, and the value assigned by the interested public is reflected,
with compared estimates among explicit visitors of the museum, citizens of Valladolid and assistants to the Fair of
Contemporary Art of Madrid.

Key words: Cultural Economics, Heritage Economics, Contingent Valuation, Willingness to Pay.



1. Introduccién

La Economia de la Cultura se esta consolidando como una rama disciplinar destacada
dentro del andlisis econdmico, tanto porque constituye un terreno muy fértil para el
razonamiento tedrico, como por sus posibilidades de verificacion empirica acerca del
comportamiento de los hombres y las instituciones respecto de la cultura presente y
acumulada. Dentro del amplio espectro analitico de esta nueva disciplina' uno de los
aspectos que mas aportes teoricos y aplicados esta suscitando es el de la valoracion de
bienes culturales en general y, particularmente, los que pertenecen al ambito del
Patrimonio Historico. Este tipo de elementos constituye un grupo de bienes de
naturaleza muy variada, abarcando una gran cantidad de categorias genéricas, como los
conjuntos histdricos, edificios singulares, museos, sitios arqueoldgicos, obras de arte;
asi como también podriamos entender la musica heredada, las tradiciones, el folclore,
etc. Los principales problemas que surgen a la hora de realizar su valoracion econdmica
es que se trata de bienes de no mercado, primero, por la condicion de propiedad publica
de muchos de estos elementos, y, segundo, porque algunos beneficios asociados al
consumo de patrimonio histérico como bien intangible no son comercializables, atn
cuando exista una voluntad de pago latente. De esta forma, se suele distinguir entre
valor de uso directo y valor de uso pasivo, donde este ultimo se corresponde con el
valor del patrimonio histérico como atributo de identificacion o elemento de prestigio
de una sociedad’; y la mayor parte de los métodos de valoracion persiguen la estimacion
de la Disposicion a Pagar (en adelante DAP) del publico por el patrimonio historico
acudiendo a mercados indirectos o mediante la creacion de mercados hipotéticos donde

se simulen las transacciones que se producirian en la realidad.

A efectos de esta investigacion aplicada, que se centra en la valoracion
econdmica de un museo, vamos a considerar que un establecimiento museistico es un
elemento cultural acotado en el que normalmente se realiza un recuento de las visitas, a

diferencia, por ejemplo, de los centros histéricos y algunos edificios de atractivo

! Como referentes de la delimitacion analitica de la economia de la cultura pueden verse Throsby (1994,
2001), Benhamou (1996) y Towse (1997); y mas recientemente un analisis sobre el estado de la cuestion
en Blaug (2001).

? De aqui se deducen, a su vez, los denominados valor de opcion, de legado y de prestigio caracteristicos
del patrimonio historico. Ver Frey (2000) y Herrero (2001).



artistico en los que resulta dificil controlar el nimero de visitas y, sobre todo, calibrar el
interés del publico en el uso directo de los mismos. Otra caracteristica destacada de los
museos es que, no solo son poseedores de un patrimonio heredado, sino que ademas
constituyen un producto cultural en si mismos, ya que la forma en que se disponen las
obras también puede considerarse, en ocasiones, como una creacion cultural especifica
que es capaz de atraer a los visitantes. Una ultima reflexion que hemos tenido en cuenta
en este trabajo sobre valoracion econémica de museos, es que su oferta es flexible®,
pues nunca exponen la totalidad de sus obras, sino que presentan al ptblico una parte de
las mismas, lo cual les permite modificar las colecciones expuestas, realizar
exposiciones temporales y/o itinerantes, prestar algunos de sus fondos a otros museos,
etc., con el fin de dar a conocer sus obras y captar mas visitantes. Por esta razon, no se
trata de la gestion de un recurso unico y fijo sino, en cierta manera, una oferta cultural

flexible y variable.

En este trabajo se presenta una propuesta analitica en un tema bastante
especifico dentro del amplio campo que abarca la economia de los museos, como es el
de la valoracion de las funciones expositivas de un museo. No debemos olvidar en
ningin momento que los museos representan un prototipo especial de patrimonio
cultural que combina los aspectos inertes con los de creacion viva, lo que comporta una
experiencia cultural de caracter cualitativo y lleva asociados multiples valores (de
opcion, existencia, legado, prestigio, etc.), de ahi la dificultad de su valoracion. En esta
investigacion, concretamente se pretende lograr la estimacion de funciones de demanda
del Museo Patio Herreriano de Arte Contemporaneo Espafol en dos momentos distintos
de tiempo. Las valoraciones econdmicas que hemos llevado a cabo presentan una doble
vertiente: por un lado, la estimacion de la voluntad de pago por un uso puntual del
museo considerado como elemento de ocio, es decir, la valoracion del consumo cultural
a través del precio de entrada; y, por otro, la estimacién de una cuota de donaciéon en
forma de contribucion voluntaria dedicada a los gastos de mantenimiento de la
coleccion, exposiciones y demas funciones desempenadas por el museo. Para realizar

esta Ultima estimacion se ha empleado el método de valoracion contingente con un

3 Cf. Frey (2000, pp. 35 y 36).



formato de eleccion dicotomica de doble acotacidn seguido de una pregunta abierta’ y

se han aplicado técnicas no paramétricas, en concreto el algoritmo de An y Ayala.

Las razones particulares de la eleccion del Museo Patio Herreriano de Arte
Contemporaneo Espafiol han sido fundamentalmente dos: una tiene que ver con la
propia relevancia de la coleccion artistica de este museo y las expectativas que se han
formado alrededor de la nueva institucion; y la otra, estd relacionada con la propia
creacion de una dotacion cultural ex novo para la ciudad de Valladolid y, por lo tanto,
un elemento mas dentro de su oferta cultural y conjunto de atractivos turisticos. Este
segundo aspecto de variacion de la oferta cultural y del equipamiento publico resulta
imprescindible para plantear, como es nuestro caso, estimaciones creibles de la funcion
de demanda de objetos no mercantilizables, pues los individuos juzgan su cambio de
bienestar no por modificaciones en los precios, sino por cambios (reales o potenciales)

en la cantidad, es decir, de la oferta.

Por lo que se refiere al primer aspecto, la entidad y trascendencia de la coleccion
museistica estd de sobra acreditada, pues constituye en realidad una de las operaciones
de coleccionismo privado mds interesantes y eficaces de la historia reciente en Espafia.
En efecto, la Coleccién de Arte Contemporaneo, esta formada por 851 obras hasta el
momento, que se han ido comprando desde mediados de los afios ochenta por un grupo
de 23 empresas espafiolas, bajo la supervision artistica independiente de tres acreditados
expertos en arte contemporaneo espafiol. El fondo artistico ofrece una vision coherente
y valiosa del desarrollo historico del arte espafiol desde 1918 hasta hoy, y constituye
una coleccidn viva con identidad propia’. La particularidad institucional de este nuevo
museo resulta también bastante novedosa, pues consiste en una combinacion de utilidad
privada, la propiedad de la coleccion, que pertenece al grupo de empresas de la
Asociacion Coleccion Arte Contemporaneo; y utilidad publica, el Ayuntamiento de
Valladolid, que cede uno de los claustros del antiguo Monasterio de San Benito para

formar la sede del museo y propicia la creaciéon de una Fundacion Patio Herreriano que

* En otros trabajos similares en el ambito de la Economia de la Cultura se han empleado diferentes
formatos de encuesta: eleccion multiple (Martin,1994), pregunta abierta (Bille Hansen, 1997), tarjeta de
pago (Chambers et al., 1998), o eleccion dicotomica de acotacion simple (Santagata y Signorello, 2000;
Bravi et al., 2002 y Thompson et al., 2002).



tiene como objetivo la promocion y difusion del arte contemporaneo espafiol a través
del museo®. Por tltimo, la rehabilitacién del Patio Herreriano ha obtenido un claro y
amplio reconocimiento, pues la intervencién arquitectonica ha logrado combinar el
respeto a la arquitectura original, destacando los elementos de interés que han llegado
hasta nosotros, con las exigencias del nuevo uso del edificio en su condicion de museo,
y la recuperacion de un area urbana del centro de Valladolid hasta ese momento
bastante degradada y aislada del publico. Todo este cimulo de razones acreditan, en
nuestra opinién, la eleccion del Museo Patio Herreriano de Arte Contemporaneo
Espaiiol como prototipo de aplicacion de la metodologia de valoraciéon econdémica

propuesta.
2.- Metodologia de trabajo

Esta investigacion, estd planteada en dos etapas. Una fase inicial en la que se pretenden
obtener las valoraciones correspondientes a los visitantes y ciudadanos de Valladolid en
los primeros meses de funcionamiento del museo, y una segunda fase, en la que se
repiten las valoraciones con datos del tercer afio de andadura del museo y ademas, se

intenta recabar la opinion de publico interesado en arte de vanguardia.

En la primera etapa del trabajo, con el fin de lograr el doble objetivo de presentar
resultados acerca de la estimacion del precio de entrada que el publico consideraria
oportuno abonar por la visita y de la obtencion de la disposicion a pagar (DAP) como
cuota de financiacion por parte de los ciudadanos de Valladolid y de los visitantes al
museo, se planted la realizacion de dos encuestas. La primera, denominada Valladolid 1,
fue dirigida a los habitantes de la ciudad antes de la inauguracion del museo el dia 4 de
junio de 2002, coincidiendo con la campafia de informacién y difusion llevada a cabo
por el Ayuntamiento de Valladolid y el propio Museo Patio Herreriano. Concretamente,
la recogida de informacion tuvo lugar entre los dias 12 de mayo y 1 de junio de 2002 y
se logrd entrevistar a 911 personas que, con el apoyo visual de una serie de fotos del
edificio y de algunas obras de arte, fueron capaces de colaborar facilitando los datos que

se les requeria. La explotacion de los datos de esta primera encuesta permitio realizar

* Puede verse a este respecto el Catalogo actual del Museo Patio Herreriano de Arte Contemporaneo
Espafiol en Torrente et al. (2002) y el Catalogo previo de la Coleccion de Arte Contemporaneo en Abad
et al. (1995).

® Ibidem para los aspectos institucionales y de gestion del Museo Patio Herreriano



diversos analisis, entre los cuales se encuentra el estudio de la prediccion de los precios
de entrada y la estimacion del valor de uso pasivo del museo pues por aquel entonces
aun no era posible visitarlo. La segunda encuesta, designada Visitantes MPH 1, estaba
destinada unicamente a las personas que visitaban el museo con el fin de centrarnos en
el valor de uso directo del mismo. Este segundo acopio de informacion tuvo lugar entre

los meses de agosto y octubre del mismo afio, recabando un total de 579 encuestas.

Un aspecto importante que debemos resaltar a este respecto es el efecto impacto de la
inauguracion, que presenta sus ventajas e inconvenientes para este estudio. Por un lado
resulta beneficioso en el sentido de que se producen muchas visitas, tanto individuales
como colectivas, y esto da pié€ a conocer la opinidon de un publico muy amplio y variado
compuesto por gente de la calle, turistas, estudiantes, grupos de empresas, expertos en
arte contemporaneo, personas relacionadas con la cultura, etc.; sin embargo, hay que
tener en cuenta que éste no tiene por qué coincidir con el espectro habitual de visitantes
del museo una vez se estabilice la situacion, por lo que los resultados se tomaron con

7
una razonable cautela’.

En la segunda fase de la investigacion se repitio el esquema de trabajo de la primera
etapa, recogiendo informacion entre los meses de julio de 2004 hasta junio de 2005. La
encuesta dirigida a los ciudadanos de Valladolid para detectar el valor de uso pasivo se
denominé Valladolid 2 y con ella se logré entrevistar a 813 personas, mientras que la
realizada a los visitantes al museo, denominada Visitantes MPH 2, consiguio
informacion de 592 individuos. Existe sin embargo, una poblacion de interés dificil de
delimitar que estd formada por el publico experto o interesado, y para recabar su
opinidn, lanzamos una encuesta de valoracion a la Feria de Arte Contemporaneo ARCO

de Madrid, en la edicion del afio 2005.

En el estudio sobre el precio de entrada, se proporcionan estimaciones estadisticas
puntuales y por intervalo, y, ademds, hemos pretendido detectar también las diferencias
existentes entre distintos grupos de poblacion atendiendo a la edad, ingresos, etc. Por lo
que respecta a la valoracion de uso pasivo por parte de los ciudadanos de Valladolid y

de los visitantes a ARCO, y de uso directo por parte de los visitantes del museo, se

7 Al repetir las valoraciones una vez pasado el efecto impacto de la inauguracion del museo, los
resultados fueron algo diferentes.



aplica un ejercicio de valoracidén contingente, estimando la disposicién a pagar por
métodos no paramétricos, concretamente utilizando el algoritmo de An y Ayala, que
supone una mejora del algoritmo de Turnbull habitualmente empleado en estas

situaciones.
2.1.- Método de valoracion contingente

El método de valoracion contingente consiste en crear un mercado hipotético
—contingente— y obtener mediante una encuesta la maxima DAP en valor monetario
que el entrevistado otorga al bien que se estd valorando en cuestidbn, o a una
modificacion en la calidad o cantidad del mismo, donde la oferta estd representada por
la persona que realiza la entrevista y la demanda por la persona entrevistada. En la
encuesta, después de proporcionar la informacion especifica sobre la finalidad del
estudio y la situaciéon que se va a valorar, se pregunta al encuestado por su DAP
respecto del bien objeto de analisis. Esta pregunta se puede realizar de varias formas,

entre las que destacamos las siguientes:

(i) Una pregunta abierta, por ejemplo, ¢cual es su maxima disposicion a pagar

por ...?

(i) Un referéndum, en el que el encuestado contesta con un “si”” o con un “no” si

su disposicion a pagar es la que se le presenta.

Este ultimo formato se puede llevar a cabo realizando una tnica pregunta o una serie de
preguntas encadenadas con diferentes ofertas que dependen de las respuestas anteriores,
por ejemplo: ¢estaria usted dispuesto a pagar X pesetas por ...?; en caso afirmativo,
cestaria usted dispuesto a pagar 2X pesetas por ...?; en caso negativo, ¢estaria usted
dispuesto a pagar X/2 pesetas por ...? Esta configuracion de dos preguntas enlazadas se
conoce con el nombre de formato de eleccion dicotdmica de doble acotacion y, en el
fondo, hacen que la persona encuestada se encuentre en una situacion parecida a la de ir
a un mercado real y tomar la decisiéon de comprar o no, en funcion del precio que le
ofrecen, con una pequefia salvedad, y es que en este caso el individuo no tiene que

abonar la cantidad que propone®.

¥ Un estudio mas detallado de la metodologia a emplear en un estudio de valoracién contingente puede
consultarse Mitchell y Carson (1989), Riera (1994) y Sanz et al. (2003).



En los estudios de valoracion contingente que emplean el formato de eleccion
dicotémica de acotacion doble, al formular consecutivamente las dos preguntas de
valoracion, tenemos cuatro posibles respuestas (No - No, No - Si, Si - No, Si - Si) que
dividen al intervalo monetario [0, ) en cuatro intervalos mas pequefios ([0, Oy), [Oy,
0)), [0Oi, O,), [Og, )), con lo que la tnica informacion de la que disponemos finalmente
es que la verdadera DAP cae dentro de uno de ellos, es decir, los datos estan agrupados

en intervalos.

De esta forma, sea {X;,X», ..., Xn} una muestra aleatoria de una funcién de distribucion
absolutamente continua F(x) definida en el intervalo [0, ), como puede ser la de la
variable DAP por un bien publico. En los estudios de valoracion contingente en los que
se emplea el formato dicotdmico de doble acotacion, la informacién disponible se
traduce en que para cada individuo n, existe un intervalo A, = [a,, by), tal que X, € A,,
luego la funcidén del logaritmo de la verosimilitud en términos de la funcién de

supervivencia es,
N N
I(S)= > logP(A, )= log[S(a, )-S(b, )]
n=1 n=l

Puede observarse que la funcion del logaritmo de la verosimilitud solo depende de S a
través de sus valores en los puntos de corte que definen todos los intervalos A,. Para
explorar mas alld de este punto, sea 0 =ty < t; < ... < tw < tw+; = % la permutacion
ordenada de todos los puntos de corte, que representa el conjunto de W ofertas distintas
que se plantean en cada estudio. Estos t; constituyen una particion del soporte de la
distribucion [0, o) en W + 1 intervalos basicos mas pequefios de la forma [ty i, t). Asi,
para cada encuestado n de la muestra, existen dos enteros i, y j,, verificando 0 <1, <j, <

W+1 tales que la DAP del individuo n cae en un intervalo [t; ,t; ). Ademds, en cada

entrevistado, observamos una serie de caracteristicas tales como edad, ingresos, nivel de
educacion, sexo, etc., y la recogemos en un vector al que denotamos por x,. Entonces

podemos resumir la informacién obtenida como:
{(in, Jn> Xn) conn=1,2,...,N}

En el presente trabajo, el nimero de ofertas empleado para la obtencion de la DAP es de

W =9, recogidas en siete adaptaciones del modelo de encuesta y definidas a partir de



las distintas ofertas iniciales’. Una vez expuesta la situacién de partida y qué tipo de
informacion estd disponible, pasamos a describir de forma breve el algoritmo no

paramétrico de Any Ayala.
2.2.- Algoritmo no paramétrico de Any Ayala

Los primeros algoritmos no paramétricos propuestos para estimar la funcion de
supervivencia para muestras con informacion incompleta, como ocurre por ejemplo
cuando los datos vienen agrupados en intervalos, son los sugeridos por Ayer et al.
(1955) para datos binarios simples, y el de Kaplan y Meier (1958) para datos censurados
por la derecha o censurados en intervalos regularmente. El algoritmo autoconsistente de
Turnbull (1974) y especialmente su propia generalizacion (Turnbull, 1976), han
supuesto un avance definitivo para este tipo de técnicas cuando los datos estdn
censurados por la izquierda, censurados por la derecha, o censurados en intervalos
regulares. Finalmente, el algoritmo propuesto por An y Ayala (1996) generaliza el
algoritmo autoconsistente de Turnbull para poder tratar datos agrupados arbitrariamente,
lo que constituye un esquema muy comun dentro del andlisis econdmico de valoracion

de bienes publicos.

El algoritmo de An-Ayala se basa en el sistema de ecuaciones de
autoconsistencia que se deriva de las condiciones necesarias de primer orden que
caracterizan la maximizacién del logaritmo de la verosimilitud no paramétrica'®. En
cada iteracion, las estimaciones actuales se usan para convertir datos arbitrariamente
agrupados, en datos censurados en intervalos regularmente (el E-paso), y entonces
aplicar el estimador de Kaplan-Meier para obtener una nueva ronda de estimaciones (el
M-paso).

De esta manera y empleando la notacion citada anteriormente, para cada
individuo n sean i, y jn valores tales que a, = t; y by = t; . Entonces, para in, jo =0, 1,

2, ..., W+ 1 ei, <], denotemos al numero de observaciones agrupadas en el intervalo

[ti, tj) como:

? El modelo de encuesta es tinico pero aparecen de forma aleatoria siete posibles pujas de partida, con el
fin de evitar el efecto anclaje en una tnica cifra.
' E] algoritmo puede consultarse de forma integra en An'y Ayala (1996).



En estas condiciones, el algoritmo autoconsistente de An-Ayala itera los dos pasos

siguientes hasta alcanzar la convergencia:

1°) E-paso: Sea 1 = S$0>8'>..>8%>8% = 0 el conjunto actual de
estimaciones. Para todos los k=1, ..., W+1, calculamos el nimero de “muertes”

entre ty.; y tx:

Sg — ngﬂy SE—I _él(z

0 Qo
S50 S-S

y el nimero de “en riesgo” en ty;:
W+l
ny =3,
s=k
2°) M-paso: Aplicar el estimador de Kaplan-Meier a los datos (6?,60,...,63\,) para

obtener una nueva ronda de estimaciones, esto €s,

Una vez que se alcanza la convergencia, la funcion de supervivencia obtenida
expresa, en nuestro caso, la disposicion a pagar de los individuos por el objeto del
patrimonio cultural que estamos analizando, la cual es asimilable a la funcion de
demanda individual y sirve como base para obtener el excedente del consumidor y, por

lo tanto, el valor econdémico asignado al patrimonio cultural'’.
2.3.- Estimacion de la disposicién media a pagar

Para realizar la estimacion de la disposicion media a pagar (i) en este contexto se

pueden efectuar dos posibles aproximaciones:

"' Una justificacién microeconémica mas detenida puede verse en Mitchell y Carson (1989), Chambers et
al. (1998) y Sanz (2004).



a) Una alternativa empleada por los investigadores de valoracion contingente es la
denominada “conservadora” que asigna toda la probabilidad Sy — Sk.; al extremo
inferior tx.; del intervalo correspondiente. Luego, en este caso, el valor de p es la

suma del area de W rectangulos:

W

W= Z(tk —t1)Sy

k=1

b) La segunda opcion es considerar la interpolacion lineal de la funcion de

supervivencia, con lo cual p es la suma de W + 1 trapezoides:

W+l

1
H= E Z(tk - tk_l)(sk + Sk—l)
k=1

donde twy; es un valor razonable que se debe elegir con la conviccion de que a

partir de dicho valor la probabilidad de la DAP es cero.

Los resultados de esta investigacion se presentaran solo con la alternativa conservadora,
dada la tendencia bastante habitual a la sobrestimacion de la DAP en los estudios de
valoracion contingente. En los siguientes apartados, vamos a detallar concretamente las

aplicaciones realizadas'.
3. Estimacidn de los precios de entrada

En la encuesta realizada a los ciudadanos de Valladolid (Valladolid 1), antes de la
inauguracion del museo, se preguntaba a los encuestados por el precio de entrada que
estarian dispuestos a pagar por una visita, es decir, se pedia la valoracion estrictamente
del consumo de ocio que justifica la realizacion de una visita al museo. Aunque esta
primera encuesta estaba enfocada a realizar diversos estudios de valoracion y tipologia

. . . 13
del turista cultural, los datos recogidos a este respecto fueron sumamente interesantes .

En este apartado, lo que se valora exclusivamente es el uso de una de las funciones del

museo, la exhibicién de la coleccion museistica por el visitante potencial. De esta

"2 Un mayor detalle de los pormenores tedricos y aplicados de esta investigacion puede verse en Herrero
et al. (2004).

" Para la realizacion del trabajo de campo contamos con la colaboracion de dos agentes encuestadores,
que recogieron informacion en lugares muy frecuentados y céntricos de Valladolid. Las entrevistas se
efectuaron en cinco zonas, a saber: i) Plaza de Poniente e Iglesia de San Benito; ii) Plaza de San Pablo y
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manera, como podemos ver en la Tabla 1, el precio medio estimado con 893 respuestas
validas, es de 4 euros, con una dispersion bastante elevada. La cuarta parte de los
entrevistados declararon un precio de entrada inferior a 2 euros, la mitad de la muestra
se inclind por menos de 3 euros y las tres cuartas partes de la misma por un precio a lo
sumo igual a seis euros'®. El intervalo de confianza al 95% para el precio medio es
(3,72, 4,28). Este es un dato significativo de la valoracion y las expectativas creadas por
el Museo Patio Herreriano, pues esta estimacion de precios superaba aproximadamente
en un 50% a la media de precios de los museos vallisoletanos en funcionamiento hasta
ese momento, que podian constituir un referente cierto para el publico encuestado'”; y
superaba también los precios de algunos otros museos del mismo tipo a nivel nacional,
como el Museo Nacional Centro de Arte Reina Sofia (3 €), el Instituto Valenciano de
Arte Moderno (2 €), y el Museo de Arte Abstracto de Cuenca (3 €)'®. En todo caso, la
estimacion de precios realizada por el publico vallisoletano se acercaba mas al precio
del dia del visitante (media entrada) que al precio habitual de un dia ordinario que era
de 6 €.

Tabla 1. Descripcion de la variable Precio de entrada

Tamafo muestral 893

Media 4,00
Desviacion tipica 4,22
Coeficiente de variacion 105,62
Primer cuartil 2,00
Mediana 3,00
Tercer cuartil 6,00

Plaza de San Miguel; iii) Plaza Mayor y Plaza de la Fuente Dorada; iv) La Antigua, Plaza de la
Universidad y Plaza de Santa Cruz; v) Plaza de Espania.

' Una representacion de la distribucion de precios puede verse en el Grafico 1

' Los ejemplos mas representativos, en este sentido, pueden ser el Museo Nacional de Escultura (2,40 €),
el Museo Catedralicio (2,10 €), el Museo Oriental (2,70 €) y el Museo de Valladolid (1,20 €).
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Grafico 1. Distribucion del precio de entrada

Mas de 6 €
7,61%

Entre 3y 6 €
30,43%

Hasta 3 €
61,97%

Las variables de caracter sociodemografico como sexo, edad, estudios y nivel de
ingresos, permiten hacer estudios particulares en lo referente a las estimaciones
realizadas, y para ello las hemos codificado en distintas categorias, de la forma que se
indica en la Tabla 2. La comparacion de medias para los distintos grupos, habitualmente
se efecttia utilizando un andlisis de la varianza (ANOVA), siempre que se cumplan los
requisitos de este anélisis'’ o, en su defecto, se opta por hacer un estudio comparativo

de las medianas basado en el contraste no paramétrico de Kruskal Wallis.

Tabla 2. Codificacion de las variables sociodemograficas

Sexo Edad Estudios Ingresos
Hombre Hasta 26 No universitarios Sin ingresos
Mujer 27-50 Universitarios Menos de 1803 €
Mas de 51 Mas de 1803 €

Los resultados obtenidos a partir de la encuesta Valladolid 1, unicamente muestran
diferencias significativas al comparar el precio de entrada por grupos de edad (Tabla 3).
La Tabla 4 referente al contraste de diferencia de medianas, muestra diferencias
significativas en los rangos promedio y el Grafico 2, indica que las personas de mayor
edad dan valores mas bajos para el precio de entrada, que cualquiera de los otros dos
grupos, puesto que la caja correspondiente al grupo de mayor edad esta desplazada

hacia la izquierda.

' No ocurre asi con el Museo Guggenheim y el Museo de Arte Contemporaneo de Barcelona cuyos
precios eran 7 € y 6 € respectivamente.

' Los supuestos basicos del ANOVA son: varianzas iguales dentro de los grupos considerados y residuos
independientes idénticamente distribuidos segun una normal. En nuestro caso ambas condiciones no se
cumplen.
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Tabla 3. Medias de Entrada por grupo de Edad (Valladolid 1)

Edad Tamano muestral Medias
Joven 262 3,91
Adulto 425 4,29
Mayor 203 3,55
Total 890 4,00

Tabla 4. Contraste de Kruskal-Wallis para la diferencia de medianas de Entrada

segun grupo de Edad (Valladolid 1)

Edad Tamafio muestral Rango Promedio
Joven 262 450,939
Adulto 425 473,786
Mayor 203 379,261

Estadistico = 19,7725
P-valor =0,0000508702

Graéfico 2. Grafico de caja y bigotes para Entrada segun grupo de Edad (Valladolid 1)

Grafico de Cajas y Bigotes
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4.- Estimaciones de la DAP: valor de uso pasivo y valor de uso directo

Nuestro proposito, en esta parte del estudio, es obtener distintas valoraciones referidas
al Museo Patio Herreriano, pero no desde el punto de vista del consumo puntual, como
haciamos al estimar el precio de entrada; si no que, en este caso, intentaremos obtener la
valoracion global de la dotacion cultural (creacion, mantenimiento y ejecucion de sus
actividades), representada en forma de asignacion alicuota de un individuo, al estilo de

lo que serian los precios revelados en la financiacion de un bien publico.

La informacion utilizada para estimar el valor de uso pasivo, procede de las encuestas
realizadas a los ciudadanos de Valladolid (Valladolid 1 y Valladolid 2), mientras que
para estimar el uso directo se emplean las encuestas realizadas a los visitantes
(Visitantes MPH 1 y Visitantes MPH 2) a la salida del museo. Todas las encuestas
tienen una estructura similar dividida cuatro partes, la primera de las cuales es
introductoria y en ella se realizan preguntas relativas a los habitos de consumo cultural
del encuestado para detectar su afinidad con el objeto de consumo, pero sobretodo con
el fin de que tome contacto con el tema a tratar, que es su voluntad de pago. El segundo
bloque de la encuesta constituye la parte central de la misma, donde se abordan las
preguntas sobre la disposicion a pagar en términos monetarios. En esta investigacion se
utiliza la ventaja estratégica de que la situacidon planteada va ligada a un incremento de
la dotacién cultural de la ciudad por tratarse de un museo nuevo con un contenido sin
precedentes en Valladolid. Tras una breve introduccidn, se presenta de forma clara y
concreta el escenario hipotético de valoracion contingente, especificando bien qué se
valora y como se efectuaria el supuesto pago, que consistia en una cuota de donacion
anual'®, Evidentemente, en la encuesta realizada antes de la inauguracion del museo, la
pregunta de valoracion de algo que aun no se ha podido visitar se realiza con el apoyo
de una seleccion de fotografias tanto del edificio como de alguna de las obras mas

representativas de la exposicion.

'8 En otras investigaciones similares se hacen propuestas como la aportacion econdémica a una fundacion
que gestione las actividades propias del bien cultural a valorar, el incremento de los impuestos para
contribuir a fines de caracter cultural, o el establecimiento de precios adecuados para estos gastos.
Nosotros nos hemos inclinado por una proposicion parecida al primer tipo, que se corresponde mas a la
particularidad juridica de la institucion gestora del Museo Patio Herreriano.
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En esta investigacion, la formulacién de la pregunta de valoraciéon se ha realizado
mediante el formato dicotomico de doble acotacioén seguida de una pregunta abierta. Las
ofertas iniciales presentadas a los entrevistados a través de una pregunta cerrada, son
diferentes en cada caso y se asignan de forma aleatoria, con el fin de evitar, en lo
posible, el sesgo de anclaje en las estimaciones. Las cantidades propuestas en esta
primera pregunta, se calcularon en funcién de las contribuciones anuales realizadas por
las asociaciones de Amigos de los Museos més representativas de nuestro pais'’ y fueron
concretamente: 6, 15, 30, 45, 60, 90 y 150 euros como escala de ofertas iniciales. En
funcién de la primera respuesta dada por el entrevistado, se formulaba la segunda
pregunta cerrada proponiendo cantidades inmediatamente inferiores: 3, 6, 15, 30, 45, 60
y 90 euros respectivamente, si la primera pregunta obtuvo respuesta negativa; e
inmediatamente superiores: 15, 30, 45, 60, 90, 150 y 240 euros, en caso contrario.
Finalmente a todos los encuestados se les hacia una pregunta abierta en la que debian

expresar su maxima DAP final.

En la aplicacion del método de valoracion contingente, un aspecto muy importante es
distinguir entre aquellos ciudadanos que registran una DAP nula pero mantienen una
voluntad latente favorable a la contribucion a través de otros canales de financiacion
(por ejemplo, impuestos); de aquellos otros que responden a la pregunta abierta de
valoracion con cero porque rechazan el escenario hipotético que se les ha planteado en
la investigacion y que, por tanto es recomendable excluirlos para hacer una estimacién
certera. Una forma habitual de resolver este problema es mediante la inclusion de una
pregunta complementaria para todos aquellos que declaran cero como maxima DAP,
acerca de los posibles motivos de su respuesta para poder seleccionar posteriormente
entre los que rechazan el escenario de valoracion y aquellos que lo aceptan pero
registran en ese momento una DAP nula. De esta forma, en las encuestas que hemos
realizado en esta investigaciéon, hemos tomado como ceros reales aquellos que
consideran que ya pagan impuestos o que les gustaria contribuir pero no pueden en ese

momento, porque todos ellos manifiestan de alguna manera una voluntad latente de

pago.

% Se consultd en este sentido, la cuota de amigos del Museo Nacional Centro de Arte Reina Sofia (65 €),
Museo Nacional de Escultura (30 €), Instituto Valenciano de Arte Moderno (36 €), Museo del Prado (70
€), etc.
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El tercer bloque de preguntas del cuestionario tiene que ver con el origen de los
visitantes, el medio de transporte utilizado, el niimero de acompafiantes, los motivos de
la visita, el grado de satisfaccion alcanzado en la misma y la importancia de este museo
en la vida cultural de la ciudad. Logicamente, en las encuestas realizadas a ciudadanos
de Valladolid este bloque de preguntas se omite. El grado de dificultad de las preguntas
se va relajando, y se termina con un cuarto bloque formado por una serie de preguntas
de carécter sociodemografico que proporcionan informacion adicional para realizar

estudios comparativos particulares™.
4.1.- Valor de uso pasivo (encuestas Valladolid 1 y Valladolid 2)

El valor de uso pasivo, es el que se asigna por la propia existencia del bien, por
la posibilidad de utilizarlo en otro momento, por poder legarlo a generaciones futuras,
etc. Por esta razon hemos considerado que podriamos obtenerlo encuestando a
ciudadanos de Valladolid, que pueden tener cierto conocimiento de la existencia e
importancia de este museo, pero que en el momento en el que se les entrevista no estan
haciendo uso del mismo. Tras eliminar los ceros protesta’', el numero de encuestas
utilizadas fue 766 en la primera fase y 588 en la segunda. Con ellas la aplicacion del
algoritmo de An y Ayala, permite calcular la funcion de supervivencia empirica, que
viene a representar la curva de demanda del Museo Patio Herreriano revelada por los
ciudadanos de Valladolid y asi determinar el valor del excedente del consumidor como

estimacion de la maxima disposicion al pago.

Si nos centramos en los aspectos matematicos a la hora de calcular el excedente del
consumidor, la estimacion se ha realizado mediante la suma de las areas de los
rectangulos que podriamos formar por debajo de la funcidon de supervivencia empirica
que da lugar a una curva de demanda discreta. Esta estimacion, como ya se indicd en el
apartado 2.3 es conservadora, pero nos parece la mds conveniente dado que
frecuentemente se producen sesgos tendentes a sobrestimar la DAP debidos el caracter

hipotético de la pregunta de valoracion.

? Para mayor detalle ver Herrero et al. (2004).
! En la primera encuesta el porcentaje de ceros protesta fue el 18,02% de los datos ya depurados y, en la
segunda, el 26,04%.
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Las estimaciones obtenidas para el valor general de la DAP son de 21,39 euros
en la primera encuesta y 14,14 euros en la segunda. La Tabla 5, la Tabla 6, el Grafico 3
y el Gréafico 4 muestran los principales resultados acerca de las funciones de

supervivencia.

Tabla 5. Distribucion de la DAP general. (Valladolid 1)

., Funcion de Funcion de
. .. . Funcion de o . :
Oferta inicial densidad f(x) distribuciéon  supervivencia
F(x) S(x)

0 0,3241 0,3241 0,6759
3 0,0226 0,3467 0,6533
6 0,1806 0,5272 0,4728
15 0,1412 0,6684 0,3316
30 0,1682 0,8366 0,1634
45 0,0379 0,8745 0,1255
60 0,0576 0,9321 0,0679
90 0,0385 0,9706 0,0294
150 0,0294 1,0000 0,0000
240 0,0000 1,0000 0,0000

Grafico 3. Funcion de supervivencia de la DAP general (Valladolid 1)
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Tabla 6. Distribucion de la DAP general. (Valladolid 2)

., Funcion de Funcion de
. .. . Funcion de o . :
Oferta inicial densidad f(x) distribuciéon  supervivencia
F(x) S(x)

0 0,4172 0,4172 0,5828
3 0,0237 0,4409 0,5591
6 0,1868 0,6277 0,3723
15 0,1789 0,8066 0,1934
30 0,0914 0,8980 0,1020
45 0,0243 0,9223 0,0777
60 0,0482 0,9705 0,0295
90 0,0147 0,9853 0,0147
150 0,0147 1,0000 0,0000
240 0,0000 1,0000 0,0000

Grafico 4. Funcidn de supervivencia de la DAP general (Valladolid 2)
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4.2.- Valor de uso directo (Visitantes MPH 1y Visitantes MPH 2)

El valor de uso directo es el atribuido por los usuarios del museo en razén de los
beneficios en su mayoria intangibles (educacion, emocion estética, ocio, etc.), que
obtienen de la visita. Del mismo modo que en el apartado anterior, tras eliminar los
ceros protesta, el tamafio muestral se redujo a 485 y 437 en las encuestas Visitantes
MPH 1 y Visitantes MPH 2 respectivamente. Las estimaciones medias obtenidas para la

DAP, fueron de 25,32 euros en la primera fase del estudio y 23,88 euros en la
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segunda’. La Tabla 7, la Tabla 8, el Grafico 5, y el Grafico 6 muestran los principales
resultados de la estimacion de la curva de demanda cuando se aplica el algoritmo no

paramétrico de An y Ayala.

Tabla 7. Distribucién de la DAP general (Visitantes MPH 1)

. Funcioén de Funcion de
o Funcion de o, . s
Oferta inicial densidad f(x) distribucion  supervivencia
F(x) S(x)

0 0,3804 0,3804 0,6196
3 0,0505 0,4309 0,5691
6 0,1758 0,6067 0,3933
15 0,0687 0,6754 0,3246
30 0,0757 0,7510 0,2490
45 0,0610 0,8120 0,1880
60 0,0728 0,8848 0,1152
90 0,0819 0,9666 0,0334
150 0,0191 0,9857 0,0143
240 0,0143 1,0000 0,0000

Gréfico 5. Funcidon de supervivencia de la DAP general (Visitantes MPH 1)
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2 Curiosamente, en un estudio con el mismo planteamiento metodoldgico realizado sobre el Museo
Nacional de Escultura de Valladolid (Sanz et al. 2003), la DAP de los usuarios directos resulta ser muy
parecida, 25,13 € (4.181 ptas.); lo cual puede ser indicativo, tanto de la calidad del contenido y continente
del Museo Patio Herreriano, como de la satisfaccion revelada por los visitantes por contar con una
dotacion cultural de arte de vanguardia.
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Tabla 8. Distribucion de la DAP general (Visitantes MPH 2)

., Funcion de Funcion de
. .. . Funcion de o . :
Oferta inicial densidad f(x) distribuciéon  supervivencia
F(x) S(x)

0 0,3501 0,3501 0,6499
3 0,0523 0,4025 0,5975
6 0,1661 0,5685 0,4315
15 0,1248 0,6934 0,3066
30 0,1031 0,7964 0,2036
45 0,0497 0,8461 0,1539
60 0,0650 0,9111 0,0889
90 0,0364 0,9475 0,0525
150 0,0473 0,9947 0,0053
240 0,0053 1,0000 0,0000

Grafico 6. Funcion de supervivencia de la DAP general (Visitantes MPH 2)
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5.- Estimaciones de la DAP del publico interesado: valor de uso pasivo

En muchas ocasiones, los encuestados rechazan el ejercicio de valoracion contingente
porque consideran que el objeto a valorar debe financiarlo quien verdaderamente lo usa
o tiene un interés especifico. Evidentemente, se intuye que este grupo de personas tiene
una mayor disposicion al pago por este tipo de bienes que el resto de los individuos,
aunque son un sector reducido de la poblacidon que, por otra parte, no resulta facil de

localizar a la hora de hacer una encuesta.

20



Los amigos del museo son claramente un grupo de interés pero no de caracter general,
ya que manifiestan una preferencia clara por el museo muy unida a otras circunstancias
como un gran conocimiento de la coleccidn, el hecho de vivir en la ciudad o tener la
posibilidad de hacer visitas frecuentes, el reconocimiento de sefias de identidad, etc. La
poblacion de expertos o interesados especificamente en el arte contemporaneo, es mas
amplia y no estd necesariamente vinculada a la ciudad donde se ubica el museo objeto
de estudio, por esta razén hemos dirigido la encuesta a la Feria de Arte Contemporaneo
de Madrid ARCO, donde acuden artistas, galeristas, criticos, compradores, amantes del
arte de vanguardia, etc., es decir, un espectro amplio de individuos implicados o no en
el arte contemporaneo, pero con la formacion, la sensibilidad, y el gusto desarrollados

en este tipo de manifestaciones artisticas.

La encuesta de valoracién contingente realizada en febrero de 2005, nos permitid
obtener una valoracion de uso pasivo del Museo Patio Herreriano correspondiente a la
poblacion de expertos. En los cinco dias que durd la feria, se recogieron 478 encuestas,
que después de eliminar los ceros protesta (el 39,83% de los datos) redujeron el tamafio
de la muestra a 287, obteniéndose 36,78 euros como estimacion del valor medio de la
DAP. La Tabla 9 y el Grafico 7 ilustran este valor. Como puede apreciarse, es una DAP
muy elevada, sobretodo si la comparamos con los demas resultados obtenidos en este

trabajo.

Tabla 9. Distribucién de la DAP general (Visitantes ARCO)

. Funcion de Funcion de
o Funcion de o, . s
Oferta inicial densidad f(x) distribucion  supervivencia
F(x) S(x)

0 0,3324 0,3324 0,6676
3 0,0719 0,4043 0,5957
6 0,0957 0,5000 0,5000
15 0,1250 0,6250 0,3750
30 0,1030 0,7281 0,2719
45 0,0441 0,7721 0,2279
60 0,0451 0,8173 0,1827
90 0,0761 0,8934 0,1066
150 0,0678 0,9612 0,0388
240 0,0388 1,0000 0,0000
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Graéfico 7. Funcidn de supervivencia de la DAP general (Visitantes ARCO)
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6.- Conclusiones

Las razones para la aplicacion de este tipo de metodologia de valoracion contingente a
los elementos del patrimonio cultural se justifican por la inexistencia de mercados
relevantes que canalicen de forma conveniente el grado de escasez, de coste o de
deseabilidad de estos bienes, debido a las particularidades por las que se caracterizan,
como son su condicion de bienes publicos, la ausencia de valores de cambio
representativos, la coexistencia de valores intangibles latentes que no se manifiestan en
forma de precios y el cardcter no comercializable de muchos de estos elementos. Para
estos casos, existen procedimientos estadisticos con fuerte fundamentacion
microeconomica que calculan el valor econdmico asignado al patrimonio cultural, cuya
utilidad sirve, al menos, de jerarquia ordinal comparativa entre diferentes ofertas
culturales™. Cabe decir que esta medicion monetaria de los valores que emanan del
patrimonio cultural es considerada por muchos como escandalosa, o al menos, bastante
inconveniente, pues se piensa que degrada el sentido de la creacion artistica y del
disfrute estético. Sin embargo, debemos sefialar una ventaja esencial de estos

procedimientos, como es la asimilacion de todos estos valores en una misma regla

> A este respecto podemos citar algunos ensayos de metodologia similar como Martin (1994), Chambers
et al. (1998), Cuccia y Signorello (2000), Santagata y Signorello (2000) y Sanz (2004).
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cuantitativa, el dinero, que constituye un patron de referencia comprensible por todos, a
la vez que una mercancia sustitutiva por otros bienes u otras opciones. De este modo,
asi se trate de los costes imputados al uso del patrimonio cultural, o de la disposicion a
pagar por los valores intangibles, o del conjunto de gastos derivados de las actividades
ligadas; todas estas partidas pueden reducirse a una misma escala de medida como son

las unidades monetarias.

Las valoraciones realizadas han tenido dos enfoques: uno como consumo cultural del
momento de la visita (precios de entrada) y otro como donacion voluntaria individual
para la conservacion y mantenimiento de las actividades del museo (cuota de
financiacion). De esta forma, en el caso del precio de entrada al museo, la valoracion ha
sido de 4 euros, lo que es indicativo de un alto aprecio de los ciudadanos por este tipo
de bien o servicio cultural, vanguardista y escaso dentro de la oferta museistica de
Valladolid. En cuanto al enfoque de la contribucion voluntaria, la Tabla 10 y el Grafico
8 muestran de forma comparada los principales resultados, observandose que una vez
pasado el efecto impacto de la inauguracion del museo, las disposiciones a pagar se
reducen ligeramente en el caso de los usuarios o visitantes al museo y algo mas entre los
ciudadanos de Valladolid. Por otra parte, se confirma la suposicion de que el publico
experto o interesado tiene una disposicion al pago muy superior a la del resto de los
individuos (36,78 euros), que supera en un 160% la DAP de uso pasivo registrada por

los ciudadanos de Valladolid en ese mismo afio.

Tabla 10. Estimaciones generales de la DAP

Fasel Fase II ARCO
n DAP media n DAP media n DAP media
Uso pasivo 766 21,39 588 14,14 287 36,78
Uso directo 485 25,32 437 23,88 - -
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Grafico 8. Estimaciones generales de la DAP
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En definitiva, los resultados de este trabajo, ponen de manifiesto tres hechos
importantes: el elevado precio de entrada que el visitante potencial estaria dispuesto a
pagar, ya que es superior al del resto de los museos de Valladolid e incluso al de varios
museos de arte moderno espanoles; el hecho de que la cuota de donacion estimada sea
proxima a la aportacion habitual de los amigos de los museos en nuestro pais, teniendo
en cuenta el corto periodo de funcionamiento del museo y las peculiaridades de la
propiedad de la coleccion y de la gestion; y, por ultimo, la elevada DAP que presenta el
publico interesado. Esto revela sin duda alguna, un interés por las manifestaciones
artisticas de vanguardia, sensibilidad y emocién por la contemplacion del arte en vivo;
y, por otra parte, la utilidad de la aplicacion de estas técnicas de valoracion econdémica a

los bienes culturales.
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Resumen

Un aspecto fundamental en la identificacion de los patrones de comportamiento que guian la resolucidn cientifica de
los problemas bajo el constructivismo cognitivo caracteristico de la racionalidad procedimental multicriterio, es la
determinacion de los puntos criticos y los elementos de mayor influencia en los modelos decisionales utilizados. En
este trabajo se presentan, siguiendo un enfoque bayesiano en el modelo estocastico tradicionalmente empleado,
diferentes medidas para analizar la influencia de los juicios en la obtencion de las prioridades alcanzadas mediante el
proceso analitico jerarquico (AHP). Estas medidas abordan tanto la resoluciéon de los problemas tipo a (P.at),
seleccion de la mejor alternativa, como los problema